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（一）n级行列式的定义

n级行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (1)

等于所有取自式 (1)中不同行不同列的 n个元素的乘积

a1j1a2j2 · · · anjn (2)

的代数和,式 (2)称为 n级行列式 (1)的一般项,其中的 j1j2 · · · jn 是一个 n级排列,而且当
j1j2 · · · jn 每取定一个 n级排列式时,由式 (2)就得到 n级行列式 (1)的一项,当 j1j2 · · · jn 取
遍所有 n级排列式时,由式 (1)就给出 n级行列式(1)的所有项。一般项式 (2)按下列规则带
有符号: 当 j1j2 · · · jn 是偶排列时,式 (2)前面带正号;当 j1j2 · · · jn 是奇排列时,式 (2)前面带
负号,即
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn (3)
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（二）n级行列式的等价定义

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
i1i2···in

(−1)τ(i1i2···in)ai11ai22 · · · ainn (4)

• 式(3)是按行来定义 n级行列式的,而式(4)是按列来定义 n级行列式的。
• 由 n级排列的性质可知, n级行列式共有 n!项,其中冠以正号的项和冠以负号的项 (不算
元素本身所带的负号)各占一半。

• 如果 n级行列式(1)中的每个元素都是数,那么 n级行列式 (1)本质上就是一个数,将该数
求出就称为计算 n级行列式(1)。
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1. 上三角行列式、下三角行列式、对角行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 ∗ · · · ∗

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . ∗

0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

∗ a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

∗ · · · ∗ ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 · · · 0

0 a22
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann
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2. 副对角方向的行列式（次三角行列式、次对角行列式）

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∗ · · · ∗ a1n
... . .

.
a2,n−1 0

∗ . .
.

. .
. ...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 a1n
... . .

.
a2,n−1 ∗

0 . .
.

. .
. ...

an1 ∗ · · · ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 · · · 0 a1n
... . .

.
a2,n−1 0

0 . .
.

. .
. ...

an1 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 a1na2,n−1 · · · an1
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3. 箭形（或爪形）行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b1 b2 · · · bn−1 bn
c1 a1 0 · · · 0 0

c2 0 a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

cn 0 0 · · · 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2 · · · an

a0 −
n∑

j=1

bjcj
aj



注：(ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n)。上面给出的是形如

∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · ·
...

. . .
...

. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣的箭形(或爪形)行列
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式,还有其他形状的箭形行列式:∣∣∣∣∣∣∣∣
· · · · · · · · ·

. .
. ...

. .
. ...

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. . .

...
. . .

...

· · · · · ·
...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
... . .

.

... . .
.

. .
.

· · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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4. 么形行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 −1 x

0 0 · · · −1 x 0
...

...
...

...
...

−1 x · · · 0 0 0

x+ a1 a2 · · · an−2 an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2

(
xn + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an
)

注：么形行列式也有多种形状,下列形状的行列式都是么形行列式:
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

· · · · · · · · ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. .
.

. .
.

. .
.

. .
. ...

. .
.

. .
. ...

. .
. ...

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

· · · · · · · · · . .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

. .
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

... . .
.

... . .
.

. .
.

... . .
.

. .
.

. .
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

· · · · · · · · ·
. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .
. . .

...
. . .

. . .
...

. . .
. . .

...
. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . . · · · · · · · · ·

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. . .
...

. . .
. . .

...
. . .

. . .
...

. . .
. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

13 / 89



5. 行和（列和）相同的行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
...

...
...

...

b b b · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a+ (n− 1)b)(a− b)n−1
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6. 范德蒙德行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a1 a2 · · · an
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an−1
1 an−1

2 · · · an−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
1⩽j<i⩽n

(ai − aj) , (n ⩾ 2)
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二、行列式的性质

（1）转置不变：行列式与它的转置行列式相等。

（2）对换反号：互换行列式的两行 (列),行列式变号。

（3）行因可提、行零为零：行列式中某一行 (列)中所有的元素都乘以同一个数,等于用
这个数乘以此行列式,即某一行 (列)中所有的元素的公因子可以提到整个行列式的外面。

（4）比例为零、行同为零：若行列式中有两行 (列)成比例,则此行列式等于零。

（5）行和可分：若行列式中某一行（列）是两组数之和,则这个行列式等于两个行列式
之和,而这两个行列式除这一行（列）以外全与原来行列式的对应的行（列）一样。

（6）倍加不变：把行列式某一行 (列)的各元素乘以同一数然后加到另一行（列）对应的
元素上，行列式不变。
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三、行列式按行（列）展开

设 n级行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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（一）子式

（1）余子式: 在 n级行列式 Dn 中,去掉元素 aij 所在的第 i行和第 j 列后,余下的 n− 1

级行列式称为 aij 的余子式,记作Mij 。

（2）代数余子式: 将 Aij = (−1)i+jMij 称为 n级行列式 Dn 中元素 aij 的代数余子式。

（3）k级子式: 在 n级行列式 Dn 中,任意选定 k行和 k列 (1 ⩽ k ⩽ n),位于这些行列交
叉处的 k2 个元素,按原来顺序构成一个 k级行列式M ,称为 D的一个 k级子式。

当 (k < n)时,在 D中划去这 k行和 k列后余下的元素按照原来的次序组成的 n− k级
行列式M ′ 称为 k级子式M 的余子式。

如果M 位于 Dn 的第 i1, i2, · · · , ik 行,第 j1, j2, · · · , jk 列,那么将
(−1)(i1+i2+···+ik)+(j1+j2+···+jk)M ′ 称为 k级子式M 的代数余子式。
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（二）按一行（列）展开

（1）n级行列式 Dn 的任一行 (列)各元素与其代数余子式乘积之和等于 n级行列式 Dn,
即按第 i行展开:

Dn = ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin (i = 1, 2, · · · , n)

按第 j 列展开:

Dn = a1jA1j + a2jA2j + · · ·+ anjAnj (j = 1, 2, · · · , n)

（2）n级行列式 Dn 的某一行 (列)各元素与另一行 (列)对应元素的代数余子式乘积之和
等于零,即

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ ainAjn = 0 (i ̸= j)

a1iA1j + a2iA2j + · · ·+ aniAnj = 0 (i ̸= j)
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（三）（拉普拉斯定理）按 k行（k列）展开

拉普拉斯定理：

在 n级行列式Dn中,任意取定 k行 ( k列) (1 ⩽ k ⩽ n− 1),由这 k行 ( k列)元素组成的
所有的 k级子式与它们的代数余子式的乘积之和等于行列式 Dn 的值。
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（四）行列式的乘法定理

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (5)

式 (5)中的 cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj(i, j = 1, 2, · · · , n)。
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四、行列式的计算方法

•（1）用定义计算行列式
•（2）用行列式性质化为已知行列式
•（3）化（上/下）三角法
•（4）滚动相消法
•（5）拆分法
•（6）加边法
•（7）利用递推公式法
•（8）利用重要公式化成常见行列式
•（9）利用降级公式计算行列式
•（10）数学归纳法
•（11）其他方法

注：具体计算行列式时,需要根据行列式中行（或列）元素的特点来选择相应的计算方
法,而且每个行列式的计算方法并不唯一,但是计算结果相同。
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（一）克拉默法则的内容

线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(6)

式(6)含有 n个未知量 n个方程,其系数行列式为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (7)
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当 D ̸= 0时,线性方程组(6)有唯一解

x1 =
D1

D
,x2 =

D2

D
, · · · , xn =

Dn

D
(8)

式 (8)中的 Dj(j = 1, 2, · · · , n)是把系数行列式 D中第 j 列的元素用线性方程组 (6)右
端的常数项代替后所得到的 n级行列式,即

Dj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1,j−1 b1 a1,j+1 · · · a1n
a21 · · · a2,j−1 b2 a2,j+1 · · · a2n
...

...
...

...
...

an1 · · · an,j−1 bn an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (j = 1, 2, · · · , n)
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（二）克拉默法则的应用


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = 0

(9)

式(9)是含 n个未知量 n个方程的齐次线性方程组,它只有零解的充分必要条件是系数
行列式 D ̸= 0；

它有非零解的充分必要条件是系数行列式 D = 0。

29 / 89



内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 1: 用定义计算或证明行列式

例 2.1计算

(1) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 · · · 0

0 0 2 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · n− 1

n 0 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

(2) Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 · · · 0 0

0 x y · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x y

y 0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解：（1）行列式 Dn 刚好只有一项 a12a23 · · · an−1,nan1 不为零,故

Dn = (−1)τ(23···n1)a12a23 · · · an−1,nan1 = (−1)n−1n!

（2）利用行列式定义可知

Dn = (−1)τ(123···n)a11a22 · · · ann + (−1)τ(23···n1)a12a23 · · · an−1,nan1

= x · x · · · · · x︸ ︷︷ ︸
n

+(−1)n−1 y · y · · · · · ·︸ ︷︷ ︸
n

= xn + (−1)n−1yn

注：当行列式中含有零元素较多时,用定义法计算较简便。
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例 2.2证明:

d
dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11(t) a12(t) · · · a1n(t)

a21(t) a22(t) · · · a2n(t)
...

...
...

an1(t) an2(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11(t) · · · d

dta1j(t) · · · a1n(t)

a21(t) · · · d
dta2j(t) · · · a2n(t)

...
...

...

an1(t) · · · d
dtanj(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (10)
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证明：式 (10)

左端 =
d
dt

∑
i1···ij ···in

(−1)τ(i1,···ij ···in)ai1,1(t) · · · aij ,j(t) · · · ain,n(t)

=
∑

i1···ij ···in

(−1)τ(i1···ij ···in)
d
dt
(
ai1,1(t) · · · aij ,j(t) · · · ain,n(t)

)

=

n∑
j=1

 ∑
i1···ij ···in

(−1)τ(i1···ij ···in)ai1,1(t) · · ·
d
dtaij ,j(t) · · · ain,n(t)



=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11(t) · · · d

dta1j(t) · · · a1n(t)

a21(t) · · · d
dta2j(t) · · · a2n(t)

...
...

...

an1(t) · · · d
dtanj(t) · · · ann(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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例 2.3设 4级矩阵A =


α

2γ2

3γ3

4γ4

 ,B =


β

γ2

γ3

γ4

,其中 α,β,γ2,γ3,γ4 均为 4维行向量,

且 |A| = 8, |B| = 1,计算 |A−B|。

解：

|A−B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣


α

2γ2

3γ3

4γ4

−


β

γ2

γ3

γ4


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α− β

γ2

2γ3

3γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
α

γ2

2γ3

3γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣
β

γ2

2γ3

3γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

4

∣∣∣∣∣∣∣∣
α

2γ2

3γ3

4γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣− 6

∣∣∣∣∣∣∣∣
β

γ2

γ3

γ4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

4
|A| − 6|B| = −4
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 2: 化（上、下或次）三角法

例 2.4计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

3 2 1

0 1 4

∣∣∣∣∣∣。
解：

D =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

3 2 1

0 1 4

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 5 −5

0 1 4

∣∣∣∣∣∣
=(−5)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 1 4

0 1 −1

∣∣∣∣∣∣ = (−5)

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2

0 1 4

0 0 −5

∣∣∣∣∣∣ = 25

注：利用行列式的性质将原行列式化为上（下）三角行列式。

37 / 89



例 2.5计算箭形 (或爪形)行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b1 b2 · · · bn−1 bn
c1 a1 0 · · · 0 0

c2 0 a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

cn 0 0 · · · 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ai ̸= 0, i = 1, 2, · · · , n)

解：用 ai(i = 1, 2, · · · , n)将 ci化成 0 ,也可用 ai(i = 1, 2, · · · , n)将 bi化成 0 ,即用主对
角线上的元素（第一个除外）将它们所在的行（或列）另一个非零元化成 0。

将第 j(j = 2, · · ·n+ 1)列的 − cj−1

aj−1
倍加到第 1列,得
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Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 −
∑n

j=1
cjbj
aj

b1 b2 · · · bn+1 bn

0 a1 0 · · · 0 0

0 0 a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a1a2 · · · an

a0 −
n∑

j=1

bjcj
aj



注：对于箭形或爪形行列式,可用主对角线或副对角线将两条非零边中的一条化为零,
从而将其化为三角行列式或次三角行列式进行计算。
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例 2.6计算么形行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 −1 x

0 0 · · · −1 x 0
...

...
...

...
...

−1 x · · · 0 0 0

x+ a1 a2 · · · an−2 an−1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x ̸= 0)

解：用副对角线上的元素 (除左下角的元素 x+ a1 )将所在行的另一个非零元素化成 0。
从最后一列开始,依次将后列的 1

x 倍加到前一列,得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 · · · 0 x

0 0 · · · x 0
...

...
...

...

0 x · · · 0 0

x+ a1 + a2
x

+ · · ·+ an
xn−1 a2 + a3

x
+ · · ·+ an

xn−2 · · · an−1 + an
x

an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 xn−1

(
x+ a1 +

a2

x
+ · · ·+

an

xn−1

)
= (−1)

n(n−1)
2

(
xn + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an
)
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注：对么形行列式,一般是用其主对角线或副对角线把与其平行的那一撇元素都化为 0 ,
即将么形行列式化成三角或次三角行列式来进行计算。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 3: 滚动相消法

例 2.7 (浙江大学, 2010年)计算行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n

2 3 4 · · · n− 1 n 1

3 4 5 · · · n 1 2
...

...
...

...
...

...

n− 1 n 1 · · · n− 4 n− 3 n− 2

n 1 2 · · · n− 3 n− 2 n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

解：从最后一行开始,依次后行减去前行,得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 2 n− 1 n

1 1 1 · · · 1 1 1− n

1 1 1 · · · 1 1− n 1
...

...
...

...
...

...

1 1 1− n · · · 1 1 1

1 1− n 1 · · · 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2 · · · n− 1

1 0 0 · · · −n
...

...
...

...

1 0 −n · · · 0

1 −n 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
得到的行列式类似于箭形行列式,将其第 j(j = 2, 3, · · · , n)列的 1

n 倍都加到第 1列,得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + 1
n + 2

n + · · ·+ n−1
n 1 2 · · · n− 1

0 0 0 · · · −n
...

...
...

...

0 0 −n · · · 0

0 −n 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Dn =
n+ 1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 · · · −n
...

...
...

0 −n · · · 0

−n 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(n+ 1)

2
(−1)

(n−1)(n−2)
2 (−n)n−1 = (−1)

n(n−1)
2

(n+ 1)

2
nn−1

注：当行列式每两行对应元素比较拉近时,可采取令相邻行中的某一行减 (或加)上另一
行的若干倍,这种方法称为滚动相消法。

一般利用此方法后,最好在化简后的行列式的第一行 (列)能产生较多的零,以便再利用
降级法来计算。

45 / 89



内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 4: 拆分法

例 2.8计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x b b · · · b

c x b · · · b

c c x · · · b
...

...
...

...

c c c · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

解：将 Dn 的第 1列拆分为如下形式:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− c b b · · · b

0 x b · · · b

0 c x · · · b
...

...
...

...

0 c c · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c b b · · · b

c x b · · · b

c c x · · · b
...

...
...

...

c c c · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− c)Dn−1 + c(x− b)n−1
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同理,可将 Dn 的第 1行拆分为如下形式:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x− b 0 0 · · · 0

c x b · · · b

c c x · · · b
...

...
...

...

c c c · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b b b · · · b

c x b · · · b

c c x · · · b
...

...
...

...

c c c · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− b)Dn−1 + b(x− c)n−1

当 c ̸= b时,得

Dn =
c(x− b)n − b(x− c)n

c− b
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当 c = b时,

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x b · · · b

b x · · · b
...

...
...

b b · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Dn的各列（行）元素之和相等,都等于 x+ (n− 1)b,所以将Dn的第 2行至第 n行都加

到第 1行得
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x+ (n− 1)b x+ (n− 1)b · · · x+ (n− 1)b x+ (n− 1)b

b x · · · b b

b b · · · b b
...

...
...

...

b b · · · x b

b b · · · b x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x+ (n− 1)b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 · · · 1

0 x− b 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · x− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x+ (n− 1)b)(x− b)n−1
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例 2.9证明：

(1) ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

... · · ·
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

... · · ·
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

n∑
j=1

Aij (11)

式(11)中等号右端第二项里的 Aij 是第一项行列式中元素 aij 的代数余子式。
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(2)
∑n

i=1

∑n
j=1 Aij =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n 1
...

...
...

...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣。
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证明：（1）方法 1

拆式(11)中等号左端行列式的第 1列得∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 + x · · · a1n + x

a21 a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x a12 + x · · · a1n + x

x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 + x · · · a1n + x

a21 a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a12 · · · a1n
1 a22 · · · a2n
...

...
...

1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 + x · · · a1n + x

a21 a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

Ai1
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即 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 + x · · · a1n + x

a21 a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

Ai1 (12)
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类似地,对式(12)右端第一项行列式拆第 2列可得∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 + x · · · a1n + x

a21 a22 a23 + x · · · a2n + x
...

...
...

...

an1 an2 an3 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

Ai2 + x
n∑

i=1

Ai1

= · · · =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

Ain + · · ·+ x
n∑

i=1

Ai1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij
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方法 2∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
升级
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x · · · x

0 a11 + x · · · a1n + x
...

...
...

0 an1 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ri−r1(i=2,3,...,n)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x · · · x

−1 a11 · · · a1n
...

...
...

−1 an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x
n∑

i=1

Ai1 + x
n∑

i=1

Ai2 + · · ·+ x
n∑

i=1

Ain

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ x

n∑
i=1

n∑
j=1

Aij = 右端

58 / 89



(2)在 (1)中令 x = 1,得

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + 1 a12 + 1 · · · a1n + 1

a21 + 1 a12 + 1 · · · a2n + 1
...

...
...

an1 + 1 an2 + 1 · · · ann + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij

又因为
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∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 + 1 a12 + 1 · · · a1n + 1

a21 + 1 a22 + 1 · · · a2n + 1
...

...
...

an1 + 1 an2 + 1 · · · ann + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n a1n + 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n a2n + 1
...

...
...

...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann ann + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n 1
...

...
...

...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n a1n

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n a2n

...
...

...
...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n 1
...

...
...

...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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因此有

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − a12 a12 − a13 · · · a1,n−1 − a1n 1

a21 − a22 a22 − a23 · · · a2,n−1 − a2n 1
...

...
...

...

an1 − an2 an2 − an3 · · · an,n−1 − ann 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

n∑
j=1

Aij

注：将行列式的某一行 (列)的各元素均写成两数和的形式,再利用行列式的性质写成两
个行列式的和,使问题简化以利于计算。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 5: 加边法

例 2.10（华中师范大学，2000年）计算

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x+ 1 x x · · · x

x x+ 1
2 x · · · x

...
...

...
...

x x x · · · x+ 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：用加边法得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x x · · · x

0 x+ 1 x · · · x

0 x x+ 1
2 · · · x

...
...

...
...

0 x x · · · x+ 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1
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Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x x · · · x

−1 1 0 · · · 0
...

...
...

...

−1 0 0 · · · 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

得到的行列式是箭形或爪形行列式,将其第 2列乘以 1 ,第 3列乘以 2 · · · · · · 第 n+ 1列乘以
n并都加到第 1列得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
∑n

k=1 kx x x · · · x

0 1 0 · · · 0

0 0 1
2 · · · 0

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

n!

(
1 +

n(n+ 1)

2
x

)
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例 2.11计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a21 −a1a2 −a1a3 · · · −a1an
−a2a1 λ− a22 −a2a3 · · · −a2an

...
...

...
...

−ana1 −ana2 −ana3 · · · λ− a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣,其中 λ为常数。

解：利用加边法得 Dn =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an
0 λ− a21 −a1a2 · · · −a1an
0 −a2a1 λ− a22 · · · −a2an
...

...
...

...

0 −ana1 −ana2 · · · λ− a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an
a1 λ 0 · · · 0

a2 0 λ · · · 0
...

...
...

...

an 0 0 · · · λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

再利用箭形行列式计算法,即第 2列乘以 −a1

λ ,第 3列乘以 −a2

λ · · · · · · 第 n+ 1列乘以 −an

λ ,
统统加到第 1列得

Dn = λn

(
1− 1

λ

n∑
i=1

a2i

)
= λn−1

(
λ−

n∑
i=1

a2i

)
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注：加边法是将所要计算的 n级行列式适当地添加 1行 1列（或m行m列）得到一个
新的 n+1（或 n+m）级行列式,保持行列式的值不变,所得到的 n+1（或 n+m）级行列
式较易计算,它可化为一些熟知的行列式,例如箭形行列式、三角行列式或次三角行列式等。

其一般做法如下:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 · · · an
0 a11 · · · a1n

...
...

0 an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1
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或

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0

b1 a11 · · · a1n
...

...
...

bn an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n+1

特殊情况时取 a1 = a2 = · · · = an = 1或 b1 = b2 = · · · = bn = 1。一般采用加边法计算
的行列式 Dn ，除主对角线上的元素外，第 i(i = 1, 2, · · · , n)行的元素分别是其他 n− 1行
元素的倍数。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 6: 递推公式法

例 2.12计算箭形行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 b1 b2 · · · bn−1 bn
c1 a1 0 · · · 0 0

c2 0 a2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

cn 0 0 · · · 0 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(ai ̸= 0, i = 0, 1, 2, · · · , n)。

解：按第 n+ 1行展开有

Dn+1 = (−1)n+2cn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 · · · bn−1 bn
a1 0 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · an−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ anDn

= (−1)n+2(−1)n+1cnbna1a2 · · · an−1 + anDn

= anDn − cnbn
an

a1a2 · · · an
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对 Dn 再应用上述过程可得

Dn+1 = an

(
an−1Dn−1 −

bn−1cn−1

an−1
a1a2 · · · an−1

)
− bncn

an
a1a2 · · · an

= anan−1Dn−1 −
bn−1cn−1

an−1
a1a2 · · · an − bncn

an
a1a2 · · · an

= · · · = a1a2 · · · an

(
a0 −

n∑
i=1

bici
ai

)

注：若一个行列式在元素分布上比较有规律,则可以设法找出 n级行列式 Dn 与较低级
的行列式之间的关系,依此类推来计算行列式的值。

递推法计算行列式的关键是找出一个代数式来表示 Dn,依次从
D1 → D2 → D3 → · · · → Dn 逐次递推便可得出 Dn 的值。
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为了更好地应用递推法,下面引入几个递推公式。

（1）若 n级行列式满足递推公式 Dn = pDn−1,则可推出 Dn = pn−1D1 。

（2）若 n级行列式满足递推公式 Dn = pDn−1 + r,则可推出 Dn = pn−1D1 + r pn−1−1
p−1 。

（3）若 n级行列式满足递推公式 Dn = pDn−1 + qDn−2,则可推出

Dn =

{
D2−βD1

α−β αn−1 − D2−αD1

α−β βn−1
(
p2 + 4q > 0

)
αn−1D1 + (D2 −D1β) (n− 1)αn−2

(
p2 + 4q = 0

) (13)

以上公式中 p, q, r是与 n无关的常数, α, β 是方程 x2 − px− q = 0的根,当 p2 + 4q = 0

时 α = β 。
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例 2.13计算

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ 0 · · · 0 0

1 α+ β αβ · · · 0 0

0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · α+ β αβ

0 0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：方法 1公式法。

将 Dn 按第 1列展开,得

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2

其中 p = α+ β, q = −αβ 。
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当 α ̸= β 时；(α+ β)2 − 4αβ = (α− β)2 > 0,代入式(13)可得

Dn =
D2 − βD1

α− β
αn−1 − D2 − αD1

α− β
βn−1

可得 Dn = αn+1−βn+1

α−β 。

当 α = β 时, (α+ β)2 − 4αβ = (α− β)2 = 0,代入式(13)中的公式

Dn = αn−1D1 + (D2 −D1β) (n− 1)αn−2

可得 Dn = (n+ 1)αn 。
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方法 2递推法。将 Dn 按第 1行展开,得

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2

因此
Dn − αDn−1 = β (Dn−1 − αDn−2)

= β2 (Dn−2 − αDn−3) = · · · = βn−2 (D2 − αD1) = βn

故
Dn − αDn−1 = βn

Dn−1 − αDn−2 = βn−1

. . . . . .

D2 − αD1 = β2
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即
Dn − αDn−1 = βn

αDn−1 − α2Dn−2 = αβn−1

α2Dn−2 − α3Dn−3 = α2βn−2

· · · · · ·
αn−2D2 − αn−1D1 = αn−2β2

因此
Dn = βn + αβn−1 + · · ·+ αn−2β2 + αn−1β + αn

即

Dn =

{
(n+ 1)αn (α = β)
αn+1−βn+1

α−β (α ̸= β)
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例 2.14计算 n级三对角行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1
2 0 · · · 0 0 0

1
2 1 1

2 · · · 0 0 0

0 1
2 1 · · · 0 0 0

...
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 1
2 0

0 0 0 · · · 1
2 1 1

2

0 0 0 · · · 0 1
2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解：将行列式按第 1行展开,得到递推公式

Dn = Dn−1 −
1

4
Dn−2
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解方程 x2 − x+ 1
4 = 0,得

α = β =
1

2

代入式(13)中的公式

Dn = αn−1D1 + (D2 −D1β) (n− 1)αn−2

得

Dn =

(
1

2

)n−1

+

(
3

4
− 1

2

)
(n− 1)

(
1

2

)n−2

=
1

2n
(n+ 1)
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 7: 重要行列式

例 2.15 (云南大学, 2004年）计算

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an (a− 1)n · · · (a− n)n

an−1 (a− 1)n−1 · · · (a− n)n−1

...
...

...

a a− 1 · · · a− n

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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解：

Dn+1 = (−1)
n(n+1)

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

a a− 1 · · · a− n

a2 (a− 1)2 · · · (a− n)2

...
...

...

an (a− 1)n · · · (a− n)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n+1)
2

∏
0⩽j<i⩽n

((a− i)− (a− j))

= (−1)
n(n+1)

2

∏
0⩽j<i⩽n

(j − i)

= (−1)
n(n+1)

2 ((−1)(−2) · · · (−n))((−1)(−2) · · · (−(n− 1))) · · · ((−1)(−2))(−1)

= (−1)
n(n+1)

2 (−1)
n(n+1)

2 (n!)((n− 1)!) · · · (2!)(1!)

=
n∏

k=1

k!

注：将所求行列式化为比较熟悉的行列式,例如范德蒙德行列式、三角行列式、次三角
行列式等。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 8: 降级公式

例 2.16计算么形行列式 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x −1 0 · · · 0 0

0 x −1 · · · 0 0

0 0 x · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x −1

an an−1 an−2 · · · a2 x+ a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(x ̸= 0)。

解：方法 1拆分法。令

A =



x −1 0 · · · 0 0

0 x −1 · · · 0 0

0 0 x · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x −1

0 0 0 · · · 0 x


n−1,n−1

, B =



0

0

0
...

0

−1


n−1,1
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C = (an, an−1, · · · , a2) , D = x+ a1

则G =



x −1 0 · · · 0 0

0 x −1 · · · 0 0

0 0 x · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · x −1

an an−1 an−2 · · · a2 x+ a1


=

(
A B

C D

)
, |A| = xn−1 ̸= 0,且

A−1 =


1
x

1
x2 · · · 1

xn−1

0 1
x · · · 1

xn−2

...
...

...

0 0 · · · 1
x



又
(

En−1 O

−CA−1 1

)
G =

(
A B

O D −CA−1B

)
,故
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Dn = |G| = |A|
∣∣D −CA−1B

∣∣
= xn−1

[
(a1 + x) +

( an
xn−1

+
an−1

xn−2
+ · · ·+ a2

x

)]
= xn + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an

注：设 P =

(
A B

C D

)
是一个 n级方阵,其中A,B,C,D分别是

r × r, r × (n− r), (n− r)× r, (n− r)× (n− r)

级矩阵。若A可逆，则 |P | = |A|
∣∣D −CA−1B

∣∣。
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方法 2递推法。

Dn = xDn−1 + an
Dn−1 = xDn−2 + an−1

Dn−2 = xDn−3 + an−2

· · · · · ·
D3 = xD2 + a3
D2 = xD1 + a2
D1 = x+ a1


推出



Dn =����xDn−1 + an

����xDn−1 =����x2Dn−2 + an−1x

����x2Dn−2 =����x3Dn−3 + an−2x
2

· · · · · ·
����xn−3D3 =����xn−2D2 + a3x

n−3

����xn−2D2 =����xn−1D1 + a2x
n−2

����xn−1D1 = xn + a1x
n−1

将上面右侧的一串等式加起来,消掉两端都有的项得

Dn = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an
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方法 3数学归纳法。由于

D2 = x2 + a1x+ a2; D3 = x3 + a1x
2 + a2x+ a3

因而猜想
Dn = xn + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an

用第一数学归纳法来证明。

证明：当 n = 2时结论成立。假设结论对行列式的级数为 n− 1时成立,接下来证明行
列式的级数为 n时,结论也成立。对 Dn 按第 1列展开,得

Dn = xDn−1 + an

= x
(
xn−1 + a1x

n−2 + a2x
n−3 + · · ·+ an−2x+ an−1

)
+ an

= xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ an−1x+ an

即证得结论对行列式的级数为 n时也成立,从而结论成立。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

行列式的定义

行列式的性质

行列式按行（列）展开

行列式的计算方法

克拉默法则

2 典型例题

知识点 1: 用定义计算或证明行列式

知识点 2: 化（上、下或次）三角法

知识点 3: 滚动相消法

知识点 4: 拆分法

知识点 5: 加边法

知识点 6: 递推公式法

知识点 7: 重要行列式

知识点 8: 降级公式

知识点 9: 数学归纳法



知识点 9: 数学归纳法

例 2.17计算 Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

cos θ 1 0 · · · 0 0

1 2 cos θ 1 · · · 0 0

0 1 2 cos θ · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 2 cos θ 1

0 0 0 · · · 1 2 cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

证明: 由于 D1 = cos θ,D2 = 2 cos2 θ − 1 = cos 2θ,因而猜想 Dn = cosnθ。用第二数学
归纳法来证明。

当 n = 1时结论成立。假设结论对行列式的级数小于或者等于 n− 1时成立,接下来证
明行列式的级数为 n时,结论也成立。对 Dn 按最后一行展开,得

Dn = 2 cos θDn−1 −Dn−2
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由归纳假设得
Dn−1 = cos(n− 1)θ, Dn−2 = cos(n− 2)θ

于是
Dn = 2 cos θ cos(n− 1)θ − cos(n− 2)θ

= (cos(θ + (n− 1)θ) + cos(θ − (n− 1)θ))− cos(n− 2)θ

= cosnθ

即证结论对行列式级数为 n时也成立,从而结论成立。

注：数学归纳法分两步。第一步是发现和猜想,第二步是证明猜想的正确性。而第二步
的关键是首先要得到 Dn 关于 Dn−1 和 Dn−2 的递推关系式。
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