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（一）多项式的定义

设 P 是一个数域, x为一个文字。形式表达式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 (1)

式 (1)中的 a0, a1, · · · , an ∈ P, n是非负整数,称为系数在数域 P 中的一个一元多项式,简称
数域 P 上的一元多项式。

在式 (1)中, aixi 称为 f(x)的第 i次项, ai 称为 f(x)的第 i次项系数。

当 an 6= 0时,称多项式 f(x)的次数为 n,记为 ∂(f(x)) = n,称 anx
n 为 f(x)的首项, an

为 f(x)的首项系数;

当 an = an−1 = · · · = a1 = 0且 a0 6= 0时,称多项式 f(x)为零次多项式,即
∂(f(x)) = 0;系数全为零的多项式,称为零多项式。

注：零多项式是唯一不定义次数的多项式。
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（二）多项式的相等

数域 P 上的两个一元多项式 f(x)与 g(x)相等是指它们有完全相同的项。

(1) 证明两个多项式相等除了利用定义外,还可以在两个多项式首项系数相等的情况下,
证明它们相互整除。

(2) 由多项式相等的定义可知,在一个多项式中,系数为零的项可以省略不写,当然有时
为了讨论问题方便,也可以添加一些系数为零的项。

(3) 由多项式相等的定义还可知零多项式就是数 0 ,于是数域 P 中的数都是数域 P 上的
一元多项式: P 中的非零数都是零次多项式,而数 0 是零多项式。

(4) 将首项系数为 1 的多项式简称为首 1 多项式。
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（三）多项式的加法与乘法

设 f(x) =
∑n

i=0 aix
i, g(x) =

∑m
j=0 bjx

j 是数域 P 上两个多项式。不妨设 n ⩾ m,则
f(x)与 g(x)的和表示成

f(x) + g(x) =

n∑
i=0

(ai + bi)x
i (2)

而 f(x)与 g(x)的乘积表示成

f(x)g(x) =

n+m∑
s=0

 ∑
i+j=s

aibj

xs (3)

式(2)、式 (3)中的 bm+1 = · · · = bn = 0。

(1) 多项式的加法和乘法与整数的加法和乘法满足相同的运算规律。

(2) 将数域 P 上的一元多项式的全体,称为数域 P 上的一元多项式环,记为 P [x]。
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（四）次数定理

设 f(x), g(x) ∈ P [x]。

性质 1当 f(x)± g(x) 6= 0时,

∂(f(x)± g(x)) ⩽ max{∂(f(x)), ∂(g(x))}

性质 2若 f(x) 6= 0, g(x) 6= 0,则 f(x)g(x) 6= 0,且

∂(f(x)g(x)) = ∂(f(x)) + ∂(g(x))
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（一）带余除法定理

设 f(x), g(x) ∈ P [x],且 g(x) 6= 0,则存在唯一的多项式 q(x), r(x) ∈ P [x],使得

f(x) = q(x)g(x) + r(x) (4)

成立,在式 (4)中 r(x) = 0或 ∂(r(x)) < ∂(g(x))。将式(4)中 q(x)和 r(x)分别称为 g(x)除
f(x)的商式和余式。

注：带余除法是多项式分类的工具,是辗转相除法的基础,也是求最大公因式的基础。
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（二）多项式的整除

1. 整除的定义

设 f(x), g(x) ∈ P [x],若存在 q(x) ∈ P [x],使得 f(x) = q(x)g(x),则称 g(x)整除 f(x),记
为 g(x) | f(x)。此时称 g(x)为 f(x)的因式, f(x)为 g(x)的倍式。否则称 g(x)不能整除
f(x),记为 g(x) ∤ f(x)。

2. 整除的判定方法

方法 1定义法。

方法 2设 g(x) 6= 0,利用带余除法,即 g(x) | f(x)当且仅当以 g(x)除 f(x)所得的余式为
0。

方法 3验根法。设 c为 g(x)在复数域 C的任一根,证明 c也必为 f(x)的根,且 c在 g(x)

中的重数不超过 c在 f(x)中的重数。

10 / 70



3. 整除的性质

性质 1 f(x) | g(x)且 g(x) | f(x)当且仅当存在 0 6= c ∈ P ,使得 f(x) = cg(x)。

性质 2若 f(x)|g(x), g(x)|h(x)，则 f(x) | h(x)。

性质 3若 g(x) | fi(x),则

g(x) |
r∑

i=1

ui(x)fi(x), ∀ui(x) ∈ P [x], i = 1, 2, · · · , r
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（一）最大公因式的定义

设 f(x), g(x) ∈ P [x],若 P [x]中的多项式 d(x)满足:

• d(x)是 f(x)与 g(x)的公因式;
• f(x)与 g(x)的公因式全是 d(x)的因式，

则称 d(x)为 f(x)与 g(x)的一个最大公因式。

注：(1)如果 f(x) = g(x) = 0,那么它们有唯一的最大公因式就是 0。

(2)如果 f(x)与 g(x)不全为零,那么它们有无数个最大公因式,这些最大公因式都不等
于零,但它们彼此只差一个非零常数倍,即若 d(x)是 f(x)与 g(x)的一个最大公因式,则
d(x) 6= 0,且集合 {cd(x) | c ∈ P, c 6= 0}给出了 f(x)与 g(x)的所有最大公因式。因此,此时
若能求出 f(x)与 g(x)的一个最大公因式,就可以求出它们所有的最大公因式,注意到集合
{cd(x) | c ∈ P, c 6= 0}中首 1多项式只有一个,将其记为 (f(x), g(x)),我们只需求出
(f(x), g(x))即可。
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（二）最大公因式的性质

性质 1设 d(x)是 f(x)与 g(x)的最大公因式,则存在 u(x), v(x) ∈ P [x],使得

d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x)

性质 2对数域 P 中任意不等于零的数 k, l,有 (f(x), g(x)) = (kf(x), lg(x))。

性质 3设 f(x) = q(x)g(x) + r(x),则 (f(x), g(x)) = (g(x), r(x))。

注：对任意 u(x), v(x) ∈ P [x],有

f(x) =(−u(x))g(x) + (f(x) + u(x)g(x)) (5)
g(x) =(−v(x))f(x) + (v(x)f(x) + g(x)) (6)
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由式 (5)、式(6)及性质 3得

(f(x), g(x)) = (f(x) + u(x)g(x), g(x)) = (f(x), v(x)f(x) + g(x)) (7)

由式 (7)再结合性质 2得

(f(x), g(x)) = (f(x) + g(x), g(x)) = (f(x) + g(x),−2g(x))

= (f(x) + g(x), f(x)− g(x))

性质 4 (f(x)h(x), g(x)h(x)) = (f(x), g(x))h(x),其中 h(x)为首 1多项式。
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（三）最大公因式的求法

（1）利用最大公因式的定义及性质求多项式的最大公因式,此方法适用于在理论上证明
某个多项式是某两个多项式的最大公因式。

（2）对于给定具体系数的两个多项式,一般利用辗转相除法求最大公因式。
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（四）多项式的互素

1. 多项式互素的定义

设 f(x), g(x) ∈ P [x],若 (f(x), g(x)) = 1,则称 f(x)与 g(x)互素。

2. 多项式互素的判定方法

方法 1定义法。

方法 2 f(x)与 g(x)互素当且仅当存在 u(x), v(x) ∈ P [x],使得

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1

方法 3在复数域上,两个非零多项式 f(x)与 g(x)无公共根当且仅当 f(x)与 g(x)互素。

方法 4反证法。
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3. 多项式互素的性质

性质 1 (f(x), g(x)) = 1且 (h(x), g(x)) = 1当且仅当 (f(x)h(x), g(x)) = 1。

性质 2若 (f(x), g(x)) = 1,则 (fm(x), gm(x)) = 1,且 (f (xm) , g (xm)) = 1。

性质 3 (f(x), g(x)) = 1当且仅当 (f(x)g(x), f(x) + g(x)) = 1。

性质 4若 f(x) | g(x)h(x)且 (f(x), g(x)) = 1,则 f(x) | h(x)。

性质 5若 f(x)|g(x), h(x)|g(x)且 (f(x), h(x)) = 1,则 f(x)h(x) | g(x)。
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（一）不可约多项式

1. 不可约多项式的定义

数域 P 上次数大于等于 1的多项式 p(x)称为数域 P 上的不可约多项式,如果它不能表
示成数域 P 上两个次数比 p(x)的次数低的多项式的乘积。

注：

(1) 数域 P 上的一次多项式都是数域 P 上的不可约多项式。

(2) 不可约多项式与所考虑的数域有关,例如 x2 − 3在有理数域上不可约,但在实数域上
可约。
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2. 不可约多项式的性质

设 p(x)为数域 P 上的不可约多项式。

性质 1 cp(x)是数域 P 上的不可约多项式,其中 c 6= 0, c ∈ P 。

性质 2对数域 P 上的任一多项式 f(x)，必有 (p(x), f(x)) = 1或者 p(x) | f(x)。

性质 3设 f(x), g(x) ∈ P [x],若 p(x) | f(x)g(x),则必有 p(x) | f(x)或者 p(x) | g(x)。

性质 4若 p(x) | f1(x)f2(x) · · · fs(x)(s ⩾ 2),则 p(x)至少可整除这些多项式中的一个。
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（二）重因式

1. 重因式的定义

设 f(x) ∈ P [x], p(x) ∈ P [x]是不可约多项式, k为非负整数,若 pk(x) | f(x),且
pk+1(x) ∤ f(x),则称 p(x)是 f(x)的 k重因式。k = 1时,称 p(x)为单因式; k > 1时,称 p(x)

为重因式; k = 0时, p(x)不是 f(x)的因式。

注：因为重因式本身一定是不可约因式,所以 f(x)的重因式也和 f(x)所在的数域有关。

设 p(x)为数域 P 上的不可约多项式。

性质 1 p(x)是 f(x)的 k(⩾ 1)重因式,则它是 f ′(x)的 k − 1重因式。特别地, f(x)的单
因式不是 f ′(x)的因式。

性质 2 p(x)是 f(x)的 k(⩾ 1)重因式当且仅当它是 f(x), f ′(x), · · · , f (k−1)(x)的因式,
但不是 f (k)(x)的因式。
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性质 3 p(x)是 f(x)的重因式的充分必要条件为 p(x)是 f(x)与 f ′(x)的公因式,即
p(x) | (f(x), f ′(x))。

性质 4多项式 f(x)没有重因式的充分必要条件是 (f(x), f ′(x)) = 1。

性质 5设 f(x)是数域 P 上次数大于等于 1的多项式,则 h(x) = f(x)
(f(x),f ′(x)) 是一个没有

重因式的多项式，但它与 f(x) 有完全相同的不可约多项式。即设

f(x) = apr11 (x)pr22 (x) · · · prss (x) (8)

式 (8)中的 s, ri(i = 1, 2, · · · , s)都是正整数, p1(x), p2(x), · · · , ps(x)是数域 P 上互不相同的
首 1 不可约多项式，a 是 f(x) 的首项系数，则

h(x) =
f(x)

(f(x), f ′(x))
= ap1(x)p2(x) · · · ps(x) (9)
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（三）多项式函数

1. 相关概念

1)多项式函数的定义

设数 α ∈ P ,而

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 ∈ P [x] (10)

称式(10)里 f(x)表示式中的 x用 α代替得到 P 中的数

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α+ a0 (11)

称式(11)中的数为当 x = α时 f(x)的值,记为

f(α) = anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α+ a0 (12)
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于是,对每个数 α ∈ P ,由多项式 f(x)确定数域 P 中唯一的数 f(α)与之对应,因此由
P [x]中的多项式 f(x)定义了一个 P 到 P 的映射:

α 7→ f(α), ∀α ∈ P (13)

称映射式(13)为由 P [x]中的多项式 f(x)定义的数域 P 上的一个多项式函数,将其仍用 f(x)

表示。

2)多项式函数相等

设 f(x), g(x) ∈ P [x],那么 f(x)与 g(x)定义的数域 P 上的多项式函数相等指的是对任
意的 α ∈ P ,有 f(α) = g(α)成立。

3)多项式的根

设 f(x) ∈ P [x],数 α ∈ P 。若 f(α) = 0,则称 α为 f(x)的一个根或者零点。若 x− α

是 f(x)的 k重因式,则称 α为 f(x)的 k重根;当 k = 1时,称 α为 f(x)的单根;当 k > 1时,
称 α为 f(x)的重根。
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4)拉格朗日插值多项式

设 a1, a2, · · · , an 是数域 P 中 n个不同的数, b1, b2, · · · , bn 是数域 P 中 n个不全为零的
数,则存在唯一的一个次数小于 n的多项式 L(x) ∈ P [x],使得

L (ai) = bi, i = 1, 2, · · · , n (14)

若令 li(x) =
(x−a1)···(x−ai−1)(x−ai+1)···(x−an)

(ai−a1)···(ai−ai−1)(ai−ai+1)···(ai−an)
(i = 1, · · · , n),则有

L(x) =

n∑
i=1

bili(x) (15)

称式(15)中的多项式 L(x)为拉格朗日插值多项式 (或插值多项式)。显然 L(x)是满足条件
式(14)的次数最低的多项式。
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2. 相关结论

(1)余数定理: 设 f(x) ∈ P [x], α ∈ P ,用一次多项式 x− α去除 f(x)所得的余式是一个
常数，这个常数等于函数值 f(α)。

(2)因式定理: 设 f(x) ∈ P [x], α ∈ P ,则 x− α | f(x)的充分必要条件是 f(α) = 0。

(3) P [x]中 n(⩾ 0)次多项式在数域 P 中的根不可能多于 n个 (重根按重数计算)。

(4)设 f(x), g(x) ∈ P [x],且 f(x), g(x)的次数都不超过 n,若对于数域 P 中 n+ 1个不同
的数 α1, α2, · · · , αn+1 有 f (αi) = g (αi) (i = 1, 2, · · · , n+ 1)成立,则 f(x) = g(x)。

(5)设 f(x), g(x) ∈ P [x],则 f(x) = g(x)当且仅当 f(x)与 g(x)定义的数域 P 上的多项
式函数相等,即 f(x) = g(x)当且仅当对任意 α ∈ P ,有 f(α) = g(α)成立。
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（四）复数域上多项式的因式分解及根的性质

1. 复数域上多项式的因式分解定理

复系数 n(⩾ 1)次多项式在复数域上都可唯一地分解成一次因式的乘积。换句话说,复
数域上任一次数大于 1的多项式都是可约的。

2. 复数域上多项式的标准分解式

复系数 n(⩾ 1)次多项式 f(x)具有标准分解式

f(x) = an (x− α1)
r1 (x− α2)

r2 · · · (x− αs)
rs (16)

式(16)中的 an 是 f(x)的首项系数, α1, α2, · · · , αs 是不同的复数, r1, r2, · · · , rs 是正整数且
r1 + r2 + · · ·+ rs = n。
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3. 代数基本定理

每个次数 ⩾ 1的复系数多项式在复数域中至少有一根。n次复系数多项式在复数域中
恰有 n个复根 (重根按重数计算)。
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（五）实数域上多项式的因式分解及根的性质

1. 实系数多项式的因式分解定理

实系数 n(⩾ 1)次多项式在实数域上都可唯一地分解成一次因式与二次不可约因式的乘
积。换句话说,实系数多项式 f(x)在实数域上不可约的充分必要条件是 ∂(f(x)) = 1或
f(x) = ax2 + bx+ c且 b2 − 4ac < 0。

2. 实系数多项式的标准分解式

实系数 n(⩾ 1)次多项式 f(x)具有标准分解式

f(x) = an (x− α1)
l1 (x− α2)

l2 · · · (x− αs)
ls · · ·(

x2 + p1x+ q1
)k1 · · ·

(
x2 + ptx+ qt

)kt (17)

式(17)中的 an 是 f(x)的首项系数, α1, α2, · · · , αs 是互异实数。pi, qi(i = 1, 2, · · · , t)是互异
实数对,且满足 p2i − 4qi < 0(i = 1, 2, · · · , t)�l1, l2, · · · , ls, k1, k2, · · · , kt 都是正整数,使得
l1 + l2 + · · ·+ ls + 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2kt = n。
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3. 实系数多项式的根

设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 ∈ C[x], āi(i = 0, 1, · · · , n)为 ai的共轭复数,记

f(x) = ānx
n + ān−1x

n−1 + · · ·+ ā0

于是,当 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0 ∈ R[x]时,有 f(x) = f(x),因此,若 α是实系数
多项式 f(x)的一个非实的复数根,则它的共轭复数 ᾱ也是 f(x)的根,再由实系数多项式因
式分解定理知 α与 ᾱ有同一重数。

即实系数多项式的虚根成对出现。于是若实系数多项式 f(x)的次数为大于 0的奇数,
则 f(x)必有实根。
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（六）有理数域上多项式的因式分解及根的性质

1. 本原多项式

(1)本原多项式的定义: 若一个非零的整系数多项式 f(x)的系数互素,则称 f(x)是一个
本原多项式。

(2)相关性质。

性质 1设 f(x)是任一非零有理系数多项式,则存在有理数 r及本原多项式 h(x),使
f(x) = rh(x),且这种表示法除了差一个正负号外是唯一的。即若

f(x) = rh(x) = sg(x) (18)

式(18)中的 h(x), g(x)都是本原多项式, r, s ∈ Q,则必有 r = ±s, h(x) = ±g(x)。

性质 2 (高斯引理)两个本原多项式的乘积还是本原多项式。
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性质 3若一个次数大于 1的整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式
的乘积,则它一定能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积。即整系数多项式在有理数
域上可约当且仅当它在整数环上可约。

性质 4设 f(x)是整系数多项式, g(x)为本原多项式,若 f(x) = g(x)h(x), h(x)是有理系
数多项式,则 h(x)一定是整系数多项式。

性质 5设 f(x)是整系数多项式, α = r
s ( r和 s 6= 0是互素的整数)是它的一个有理根,那

么 f(x) =
(
x− r

s

)
u(x), u(x)是整系数多项式。

2. 艾森斯坦判别法

设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是一个整系数多项式,若存在素数 p,使
p | ai(i = 0, 1, 2, · · · , n− 1); p ∤ an; p2 ∤ a0,则 f(x)在有理数域上不可约。

注：艾森斯坦判别条件仅是判别一个整系数多项式在有理数域上不可约的充分条件。
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3. 有理根的判定

设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 是一个整系数多项式,而 α = r
s （r和

s 6= 0是互素的整数）是它的一个有理根,则

(1)必有 s |an, r| a0 。

特别地,若 f(x)的首项系数 an = 1,则 f(x)的有理根都是整数根,而且都是 a0 的因子。

(2)如果 f(1) 6= 0, f(−1) 6= 0, α 6= ±1,那么由性质 5知必有 f(1)
1−α 与

f(−1)
1+α 都是整数,于

是若 f(1)
1−α 与

f(−1)
1+α 中有一个不是整数,则 α = r

s 一定不是 f(x)的根。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 1: 次数性质

例 1.1 (杭州师范大学, 2011年)设 f(x), g(x)和 h(x)都是实系数多项式且
x3f2(x) = x2g4(x) + x4h6(x),求证: f(x) = g(x) = h(x) = 0。

证明：先证 g(x)和 h(x)全为零多项式。假设 g(x)和 h(x)不全为零多项式。

情形 1如果 g(x), h(x)中之一为零多项式,比较 x3f2(x) = x2g4(x) + x4h6(x)两边的多
项式的次数得奇数 = 偶数, 矛盾。因此假设不成立。

情形 2如果 g(x)和 h(x)均不为零多项式,由于 g(x)和 h(x)都是实系数多项式,而
x2g4(x)与 x4h6(x)的首项系数都大于零,知 x2g4(x) + x4h6(x) 6= 0。由
x3f2(x) = x2g4(x) + x4h6(x),所以 x3f2(x) 6= 0,由此推导出 f(x) 6= 0,比较
x3f2(x) = x2g4(x) + x4h6(x)两边的多项式的次数得奇数 =偶数,矛盾。

综上分析得出 g(x) = h(x) = 0,从而 f(x) = 0。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 2：带余除法

例 1.2求一个次数最低的实系数多项式 f(x),使其被 x2 + 1除余式为 x+ 1,被
x3 + x2 + 1除余式为 x2 − 1。

解: 由已知条件可知,存在 g(x), h(x) ∈ R[x]。使得

f(x) =
(
x2 + 1

)
g(x) + (x+ 1) =

(
x3 + x2 + 1

)
h(x) +

(
x2 − 1

)
(19)

由式(19)知 f(x)的次数 ⩾ 2。

为了使 f(x)次数最低,令式(19)中的 h(x) = ax+ b ∈ R[x],并将 x = i代入式(19)中,得
−(a− 3) + i(b+ 1) = 0,推出 a = 3, b = −1。于是

f(x) =
(
x3 + x2 + 1

)
(3x− 1) +

(
x2 − 1

)
= 3x4 + 2x3 + 3x− 2
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 3: 整除

例 1.3设 g1(x)g2(x) | f1(x)f2(x)。

(1)证明：若 f1(x) | g1(x),且 f1(x) 6= 0,则必有 g2(x) | f2(x)。

(2)若 g1(x) | f1(x),是否 g2(x) | f2(x) ?

(1)证明: 因为 g1(x)g2(x) |f1(x)f2(x), f1(x)| g1(x),故存在多项式 h(x), h1(x),使得

f1(x)f2(x) = g1(x)g2(x)h(x), g1(x) = f1(x)h1(x)

于是有
f1(x)f2(x) = f1(x)h1(x)g2(x)h(x)

由 f1(x) 6= 0,得 f2(x) = g2(x)h(x)h1(x)。故 g2(x) | f2(x)。
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(2)解: 不一定。例如:

g1(x) = x− 2, g2(x) = x2 − 1,

f1(x) = (x− 1)(x− 2), f2(x) = (x+ 1)(x+ 2)

虽然 g1(x)g2(x) = (x− 2)
(
x2 − 1

)
整除 f1(x)f2(x) =

(
x2 − 1

) (
x2 − 4

)
,且

g1(x) | f1(x),但 g2(x) ∤ f2(x)。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 4：最大公因式

例 1.4已知 f(x) = x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1, g(x) = x3 + x2 − x− 1,求 f(x)与 g(x)的最
大公因式。

解: 利用辗转相除法。

− 1
2x+ 1

4 x3 + x2 − x− 1 x4 + x3 − 3x2 − 4x− 1 x

x3 + 3
2x

2 + 1
2x x4 + x3 − x2 − x

− 1
2x

2 − 3
2x− 1 −2x2 − 3x− 1 8

3x+ 4
3

− 1
2x

2 − 3
4x− 1

4 −2x2 − 2x

− 3
4x− 3

4 x− 1

x− 1

0
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用等式表示为

f(x) = xg(x) +
(
−2x2 − 3x− 1

)
g(x) =

(
−1

2
x+

1

4

)(
−2x2 − 3x− 1

)
+

(
−3

4
x− 3

4

)
−2x2 − 3x− 1 =

(
8

3
x+

4

3

)(
−3

4
x− 3

4

)
+ 0

则 (f(x), g(x)) = x+ 1。

注: 在用辗转相除法求两个具体多项式的最大公因式时,为了避免出现分数,可以将被除
式或除式乘上适当的非零数以简化计算,其理论依据见最大公因式的性质 2和性质 3。但是
如果想将最大公因式表示成两个多项式的组合,那么只能像例 1.4那样做。
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例 1.5 (上海大学, 2004年) f1(x)与 f2(x)为次数不超过 3的首项系数为 1的互异多项
式。假设 x4 + x2 + 1整除 f1

(
x3
)
+ x4f2

(
x3
)
。试求 f1(x)与 f2(x)的最大公因式。

解: 由题设知

f1
(
x3
)
+ x4f2

(
x3
)
= h(x)

(
x4 + x2 + 1

)
(20)

又 (
x2 − 1

) (
x4 + x2 + 1

)
= x6 − 1 =

(
x3 − 1

) (
x3 + 1

)
(21)

x4 + x2 + 1 =
(
x2 + x+ 1

) (
x2 − x+ 1

)
(22)

由式 (21)与式 (22)知 x2 + x+ 1的两个根 ω1 = −1+
√
3i

2 , ω2 = −1−
√
3i

2 （它们都是 1的立方
根）与 x2 − x+ 1的两个根 ω3 = 1+

√
3i

2 和 ω4 = 1−
√
3i

2 (它们都是 −1的立方根)都是
x4 + x2 + 1的根,因此 x4 + x2 + 1的 4个根是 1和 −1的非实数的立方根。
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于是,取 1的两个非实数立方根 ω1 和 ω2 分别代入式(20)得{
f1(1) + ω1f2(1) = 0

f1(1) + ω2f2(1) = 0
(23)

解线性方程组 (23)得 f1(1) = f2(1) = 0,即 x− 1是 f1(x)与 f2(x)的一个公因式。

同理,取 −1的两个非实数立方根 ω3 和 ω4 分别代入式(20)得 f1(−1) = f2(−1) = 0,即
x+ 1是 f1(x)与 f2(x)的一个公因式。知 (x+ 1)(x− 1)是 f1(x)与 f2(x)的一个公因式。
由于 f1(x)与 f2(x)为次数不超过 3的首项系数为 1的互异多项式,所以

(f1(x), f2(x)) = (x+ 1)(x− 1)
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 5: 互素

例 1.6（杭州师范大学, 2013年）已知 f(x), g(x) ∈ P [x]且 (f(x), g(x)) = 1。证明:
(f(x)− g(x), f(x) + 2g(x)) = 1。

证明: 由式(7)得

(f(x)− g(x), f(x) + 2g(x)) = (f(x)− g(x), 3g(x))

再由最大公因式的性质 2、式(7)和题设得

(f(x)− g(x), 3g(x)) = (3f(x), 3g(x)) = (f(x), g(x)) = 1
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例 1.7 (陕西师范大学, 2008年)设 f(x), g(x)和 h(x)是多项式,证明: 如果
(f(x), g(x)) = 1, (f(x), h(x)) = 1,那么 (f(x), g(x)h(x)) = 1。

证明: 由题设知存在 u1(x), v1(x), u2(x)和 v2(x),使得

f(x)u1(x) + g(x)v1(x) = 1 (24)
f(x)u2(x) + h(x)v2(x) = 1 (25)

将式(24)与式(25)相乘得

f2(x)u1(x)u2(x) + f(x)u1(x)h(x)v2(x) + f(x)g(x)u2(x)v1(x)

+g(x)h(x)v1(x)v2(x) = 1

即
f(x) (f(x)u1(x)u2(x) + u1(x)h(x)v2(x) + g(x)u2(x)v1(x))

+g(x)h(x) (v1(x)v2(x)) = 1

因此 (f(x), g(x)h(x)) = 1。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 6: 因式分解唯一性定理与标准分解式

例 1.8证明: 次数 > 0且首项系数为 1的多项式 f(x)是一个不可约多项式的方幂的充
分必要条件是对任意多项式 g(x)必有 (f(x), g(x)) = 1或者存在一个正整数m,使得
f(x) | gm(x)。

证明:

必要性：设 f(x) = pk(x),其中 p(x)是不可约多项式, k是正整数,则对任意多项式 g(x),
有

(p(x), g(x)) = 1或者p(x) | g(x)

故 (
pk(x), g(x)

)
= 1或者pk(x) | gk(x)

从而 (f(x), g(x)) = 1或者存在正整数m = k,使得 f(x) | gm(x)。
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充分性：设 f(x)的标准分解式为

f(x) = pr11 (x)pr22 (x) · · · prtt (x) (26)

式(26)中的 p1(x), p2(x), · · · , pt(x)是互异的首项系数为 1的不可约多项式。若式 (26)中
的 t > 1,取 g(x) = pr11 (x),则

(f(x), g(x)) = pr11 (x) 6= 1

而 p1(x), p2(x), · · · , pt(x)是互异的不可约多项式,由因式分解及唯一性定理知,对任何正整
数m, f(x) ∤ gm(x),此为矛盾。故 t = 1,即 f(x) = pr11 (x)。结论成立。
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例 1.9 (浙江大学, 2008年;华南理工大学, 2006年)设 f(x)和 g(x)是数域 P 上的两个
一元多项式, k为给定的正整数。求证：f(x) | g(x)的充分必要条件是 fk(x) | gk(x)。

证明：若 g(x) = 0,则命题成立。

若 g(x) 6= 0,则 f(x) 6= 0。此时,设

f(x) = apr11 (x) · · · prtt (x), g(x) = bps11 (x) · · · pstt (x) (27)

式(27)中的 p1(x), p2(x), · · · , pt(x)是数域 P 上互异的首项系数为 1的不可约多项式,
a 6= 0, b 6= 0分别为 f(x)和 g(x)的首项系数, ri, si(i = 1, 2, · · · , t)为非负整数。则

fk(x) = akpkn1 (x) · · · pkn
t (x), gk(x) = bkpkk1

1 (x) · · · pkstt (x)

于是

f(x)
∣∣g(x) ⇔ si ⩾ ri ⇔ ksi ⩾ kri ⇔ fk(x)

∣∣ gk(x) (28)

式(28)中的“⇔ ”表示“当且仅当”。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 7: 重因式的判别与多项式的根

例 1.10 (中国科学院, 2005年)求一个 7次多项式 f(x),使得 f(x) + 1能被 (x− 1)4 整
除, f(x)− 1能被 (x+ 1)4 整除。

解: 由 (x− 1)4 | f(x) + 1,知 1至少是 f(x) + 1的 4重根,于是 1至少是 f ′(x)的 3重根,
因此 (x− 1)3 | f ′(x)。同理 (x+ 1)3 | f ′(x)。

由于
(
(x− 1)3, (x+ 1)3

)
= 1,因此 (x− 1)3(x+ 1)3 | f ′(x)。而 f ′(x)是 6次多项式,所

以设

f ′(x) = a(x− 1)3(x+ 1)3 = a
(
x6 − 3x4 + 3x2 − 1

)
(29)

对式(29)中的 f ′(x)积分得

f(x) =
a

7
x7 − 3a

5
x5 + ax3 − ax+ b (30)
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由 (x− 1)4
∣∣f(x) + 1, (x+ 1)4

∣∣ f(x)− 1,得{
f(1) + 1 = 0

f(−1)− 1 = 0
(31)

由式(30)与式 (31)得 a = 35
16 , b = 0。因此

f(x) =
5

16
x7 − 21

16
x5 +

35

16
x3 − 35

16
x
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例 1.11求多项式 f(x) = x4 − 5x3 + 11x2 − 16x+ 12的有理根。

解: 第一步求有理根的范围。

f(x)为首项系数为 1 的整系数多项式,故它的有理根都是整根,且都是常数项的因子。
常数项 12 的因子为 ±1,±2,±3,±4,±6,±12,所以 f(x)的有理根只可能是:
±1,±2,±3,±4,±6,±12。

第二步缩小有理根范围。

因 f(1) = 3, f(−1) = 45,所以 1 与 −1都不是 f(x)的有理根。

又若 a 6= ±1为 f(x)的有理根,则 f(1)
1−a 与

f(−1)
1+a 都是整数。将 12 的因子 a代入 f(1)

1−a 与
f(−1)
1+a 逐个计算,可知仅当 a = 2,−2, 4时 f(1)

1−a 与
f(−1)
1+a 都是整数,所以 f(x)的有理根只可能

是 2,−2, 4。
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第三步应用综合除法对 a = 2,−2, 4进行验证。

检验 a = 2

2 | 1 −5 11 −16 12

2 −6 10 −12

2 | 1 −3 5 −6 0

2 −2 6

2 | 1 −1 3 0

2 2

1 1 5 6= 0

检验 a = −2

−2 | 1 −1 3

−2 6

1 −3 9 6= 0
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检验 a = 4

4 | 1 −1 3

4 12

1 3 15 6= 0

因此 f(x)的有理根为 2 (二重)。

注：

(1)如果 f(1) = 0, f(−1) = 0，那么对第一步得到的有理根的范围直接执行第三步。

(2)如果由综合除法验证出 a是 f(x)的根,那么要接着用综合除法得到其重数,如上面的
数 2 ,再者,知道 a的重数之后（假设 a的重数为 k ),再验证有理根范围中其他数是否为
f(x)的根,要用 (x− a)k 除 f(x)的商来验证,而不是用 f(x)来验证,如上面第三步中先得到
数 2是 f(x)的 2重根,且 f(x) = x4 − 5x3 + 11x2 − 16x+ 12 = (x− 2)2

(
x2 − x+ 3

)
,再验

证 −2, 4是否为 f(x)的根时,要用 (x− 2)2 除 f(x)的商 x2 − x+ 3来验证,原因是 x+ 2与
x− 4都与 (x− 2)2 互素,因此 −2, 4是 f(x)的根当且仅当它们是 x2 − x+ 3的根。
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例 1.12求多项式 f(x) = x5 − 10x3 − 20x2 − 15x− 4的标准分解式。

解: 方法 1分离重因式法。

f ′(x) = 5x4 − 30x2 − 40x− 15

用辗转相除法,可求得
(f(x), f ′(x)) = x3 + 3x2 + 3x+ 1

f(x)

(f(x), f ′(x))
= x2 − 3x− 4 = (x− 4)(x+ 1)

因此, f(x)的不可约因式为 x− 4和 x+ 1。分别用 x− 4和 x+ 1去除 (f(x), f ′(x)) =

x3 + 3x2 + 3x+ 1,知 x− 4和 x+ 1在 (f(x), f ′(x))中的重数分别为 0和 3。于是 x− 4和
x+ 1在 f(x)中的重数分别为 1 和 4。故 f(x)的标准分解式为

f(x) = (x− 4)(x+ 1)4

方法 2求 f(x)的有理根 (略)。
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例 1.13证明对任意非负整数 n,均有 x2 + x+ 1 | xn+2 + (x+ 1)2n+1 。

证明: 记 f(x) = xn+2 + (x+ 1)2n+1,只需证明 x2 + x+ 1的根都是 f(x)的根。

事实上, x2 + x+ 1的任一根 α满足 α2 + α+ 1 = 0及 α3 = 1,从而

f(α) = αn+2 + (α+ 1)2n+1 = αn+2 +
(
−α2

)2n+1
= αn+2 +

(
−α2

)2n (−α2
)

即 f(α) = αn+2 +
(
α4
)n (−α2

)
= αn+2 − αn+2 = 0,结论得证。

61 / 70



例 1.14 (1)求一个次数小于 4的多项式 L(x),使
L(2) = 3, L(3) = −1, L(4) = 0, L(5) = 2。

(2)求一个二次多项式 L(x),使得它在 0, π
2 , π处与函数 sinx有相同的值。

(3)求一个次数尽可能低的多项式 L(x),使 L(0) = 1, L(1) = 2, L(2) = 5, L(3) = 10。

解: 用拉格朗日插值多项式。

(1) n = 4, a1 = 2, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 5, b1 = 3, b2 = −1, b3 = 0, b4 = 2,得

L(x) =
3(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(2− 3)(2− 4)(2− 5)
− (x− 2)(x− 4)(x− 5)

(3− 2)(3− 4)(3− 5)

+
2(x− 2)(x− 3)(x− 4)

(5− 2)(5− 3)(5− 4)

=− 2

3
x3 +

17

2
x2 − 203

6
x+ 42
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(2) n = 3, a1 = 0, a2 = π
2 , a3 = π�b1 = sin 0 = 0, b2 = sin π

2 = 1, b3 = sinπ = 0,于是

L(x) =
(x− 0)(x− π)(
π
2 − 0

) (
π
2 − π

) = − 4

π2
x(x− π)

(3) n = 4, a1 = 0, a2 = 1, a3 = 2, a4 = 3, b1 = 1, b2 = 2, b3 = 5, b4 = 10,因此

L(x) = x2 + 1
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例 1.15 (重庆大学, 2010年)求一个一元多项式,使它的各根分别等于

f(x) = 5x4 − 6x3 + x2 + 4

的各根减 1。

解: 令 y = x− 1,即 x = y + 1,则

f(x) = 5(y + 1)4 − 6(y + 1)3 + (y + 1)2 + 4 = 5y4 + 14y3 + 13y2 + 4y + 4 = g(y)

故多项式 g(y)为所求。

注：上述变换可称为根的平移。
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例 1.16求一个一元多项式,使它的各根分别等于

f(x) = 15x4 − 2x3 + 11x2 − 21x+ 13

的根的倒数。

解: 由于 0 不是 f(x)的根,令 y = 1
x ,即 x = 1

y ,于是

y4f(x) = y4

(
15

(
1

y

)4

− 2

(
1

y

)3

+ 11

(
1

y

)2

− 21

(
1

y

)
+ 13

)
= 13y4 − 21y3 + 11y2 − 2y + 15

= g(y)

故多项式 g(y)为所求。

注：上述变换可称为倒根的变换,倒根变换将原多项式的系数全部颠倒顺序。
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例 1.17求一个一元多项式,使它的各根分别等于

f(x) = x5 − 4x4 + x3 + 3x2 + 2x− 5

的根的 2 倍。

解: 令 y = 2x,即 x = y
2 ,则

25f(x) = 25
((y

2

)5
− 4

(y
2

)4
+
(y
2

)3
+ 3

(y
2

)2
+ 2

(y
2

)
− 5

)
= y5 − 8y4 + 4y3 + 24y2 + 32y − 160 = g(y)

故多项式 g(y)为所求。

注：上述变换可称为位根的变换。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

多项式的定义与运算

多项式的整除

最大公因式

多项式的因式分解

2 典型例题

知识点 1：次数性质

知识点 2：带余除法

知识点 3：整除

知识点 4：最大公因式

知识点 5：互素

知识点 6：因式分解唯一性定理与标准分解式

知识点 7：重因式的判别与多项式的根

知识点 8：不可约多项式



知识点 8：不可约多项式

例 1.18判别多项式 f(x) = x3 + 3x+ 1在有理数域上是否可约。

解: 因 ∂(f(x)) = 3,若 f(x)在有理数域上可约,则 f(x)在有理数域上必有一次因式,从
而 f(x)必有有理根。因 f(x)的常数项为 1,首项系数也是 1,故 f(x)的有理根 (如有的话）
只可能为 x = ±1。

但 f(1) = 5 6= 0, f(−1) = −1 6= 0,所以 f(x)无有理根，从而 f(x)在有理数域上不可约。
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例 1.19设 f(x) = xn+1 + xn − 2(n ⩾ 1),求 f(x)在有理数域上的不可约因式,并说明理
由。

解: f(x) = xn+1+xn− 2 = xn+1− 1+xn− 1 = (x− 1)
(
xn + 2xn−1 + · · ·+ 2x+ 2

)
,令

g(x) = xn + 2xn−1 + · · ·+ 2x+ 2

取素数 p = 2,由艾森斯坦判别法可知, g(x)在有理数域上不可约。从而 f(x)在有理数
域上的不可约因式是 x− 1和 xn + 2xn−1 + · · ·+ 2x+ 2。
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例 1.20 (四川大学, 2008年)设 n是大于 1的整数,问 n
√
2008是否为无理数? 说明理由。

解: 令 f(x) = xn − 2008,取素数 p = 251,则 p ∤ 1, p|0, p| − 2008, p2 ∤ −2008。由艾森斯
坦判别法知 f(x)在 Q上不可约,故其根 n

√
2008是无理数。
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