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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性方程组的相关概念

二、阶梯形矩阵

三、消元法解线性方程组

四、向量空间

五、线性相关性

六、矩阵的秩

七、线性方程组有解的判定定理

八、线性方程组解的结构

2 典型例题

知识点 1：线性相关性

知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

知识点 3：线性方程组求解

知识点 4：线性方程组解的判定
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线性方程组的相关概念

含有 n个未知量 x1, x2, · · · , xn,m个方程的线性方程组一般有如下几种表示形式。

（1）一般形式： 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(1)

若 b1, b2, · · · , bm 不全为零,则称式(1)为非齐次线性方程组。矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn
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和

A =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...

am1 am2 · · · amn bm


分别称为非齐次线性方程组 (1)的系数矩阵和增广矩阵。

若线性方程组 (1)中的 b1 = b2 = · · · = bm = 0,即
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · · · · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

(2)

则称式 (2)为齐次线性方程组,并称式 (2)为式 (1)的导出组。
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（2）矩阵形式：设 x = (x1, x2, · · · , xn)
′
, b = (b1, b2, · · · , bm)

′,那么

• 非齐次线性方程组的矩阵形式为
Ax = b

• 齐次线性方程组的矩阵形式为
Ax = 0

（3）向量形式：若系数矩阵A按列分块为A = (α1, α2, · · · , αn),则

• 非齐次线性方程组可写为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = b

• 齐次线性方程组可写为
x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = 0
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（一）阶梯形矩阵的定义

一个m× n矩阵,如果它的任一行从第一个元素起至该行的第一个非零元素所在的下方
（如果有的话）全为零,如该行全为零,则它下面的行（如果存在）也全为零,那么该矩阵就称
为一个阶梯形矩阵。

B =



0 · · · 0 b1j1 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 b2j2 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 bjr ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


m×n

(3)

式 (3)中 b1j1b2j2 · · · bjr ̸= 0, 1 ⩽ r ⩽ min(m,n), 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n。

注：(1) 零矩阵是阶梯形矩阵。(2) 阶梯形矩阵可能没有全零行（元素全为零的行）。
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（二）最简阶梯形矩阵的定义

最简阶梯形矩阵是阶梯形矩阵,并且它的各个非零行（元素不全为零的行）第一个非零
元素都是 1 ,且这些元素所在列的其他元素全为零。最简阶梯形矩阵的一般形式为

J =



0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


m×n

(4)

式 (4)中, 1 ⩽ r ⩽ min(m,n), 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n。

注：零矩阵是最简阶梯形矩阵。
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（三）化矩阵为阶梯形矩阵的方法

设A = (aij)是一个m× n的矩阵,若A = O,则A已是阶梯形矩阵。若A ̸= O,对A

施行下列步骤。

第一步：对所考虑的矩阵从左向右寻找第一个非零列（元素不全为零的列）。

第二步：在第一步找到的第一个非零列中挑选一个非零元素将其交换到该列第一个位
置,之后用它将该列它下面的非零元素全化为零。经上述两步后, A化为(

O b1j1 ∗
O O A1

)

若A1 = O,结束, A已被化成阶梯形矩阵。

若A1 ̸= O,对A1 施行上述两个步骤,如此下去,有限次后就将A化成阶梯形矩阵。
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（四）化阶梯形矩阵为最简阶梯形矩阵的方法

第一步：从式 (3)中B 的最后一个非零行开始,一直到第二个非零行为止,用这些行的
第一个非零元素将它们所在的列中其上面的非零元素全化为 0 ,即

B → B1 =


0 · · · 0 b1j1

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 b2j2

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 byr ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0



第二步：将第一步所得到的矩阵B1 的各个非零行的第一个非零元素用初等行变换都化
为 1，即

B1 → J =


j1 j2 · · · jr
0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0

 r
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消元法解线性方程组

（1）消元法是求解线性方程组的具体方法,该方法实际上是反复对线性方程组施行如下
三种初等变换:

• (1) 数乘：用一个非零的数乘某一个方程。
• (2) 倍加：把一个方程的倍数加到另一个方程。
• (3) 对换：互换两个方程的位置。

（2）消元法解线性方程组的理论依据是线性方程组经初等变换得与其同解的线性方程
组。

（3）使用消元法解线性方程组可以在线性方程组的增广矩阵上进行,即对增广矩阵施行
初等行变换将其化为阶梯形矩阵,此时就可以判别方程组有解还是无解,在有解的情形,再将
阶梯形矩阵化为最简阶梯形矩阵就可得到原方程组的解。
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注意

（1）将求解线性方程组的消元法转化为对方程组的增广矩阵施行初等行变换,将其化为
阶梯形矩阵,进而化为最简阶梯形矩阵。

这一过程不但简单明了（不用带着未知量进行运算），而且由于强调了元素和方程组的
相对位置,还可以清除计算混乱甚至循环推导这类错误。

（2）在解线性方程组时,有时为了理论叙述的方便,才允许交换系数矩阵的列,这相当于
将未知量重新编号,而在解具体的方程组时,如果要交换系数矩阵的列,此时一定要将系数矩
阵的各列标上相应的未知量,这样在交换列时就可以知道各列对应的末知量;而对于系数矩
阵列的其他两种初等变换,在解线性方程组时是绝对不允许使用的,其原因是容易理解的。
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消元法解非齐次线性方程组的步骤

设非齐次线性方程组Ax = b的增广矩阵为

A = (A : b) =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...

am1 am2 · · · amn bm


第一步：加减消元。

用矩阵的初等行变换将 Ā化成阶梯形矩阵 J̄1 :
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A → J1

=



0 · · · 0 b1j1 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ d1
0 · · · 0 0 0 · · · 0 b2j2 ∗ · · · ∗ ∗ ∗ · · · ∗ d2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 brjr ∗ · · · ∗ d

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 dr+1

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0



J̄1 中 b1j1b2j2 · · · brr ̸= 0, 1 ⩽ r ⩽ min(m,n), 1 ⩽ j1 < j2 < · · · < jr ⩽ n。

判别原非齐次线性方程组是否有解：如果 J̄1 中的 dr+1 ̸= 0,即阶梯形矩阵 J̄1 中最后一
个非零行第一个非零元素是该行的最后一个元素,那么原非齐次线性方程组无解,结束;如果
J̄1 中的 dr+1 = 0或 r = m,即阶梯形矩阵 J̄1 中最后一个非零行第一个非零元素不是该行的
最后一个元素,那么原非齐次线性方程组有解,转第二步。
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第二步：代入消元。

将阶梯形矩阵 J̄1 用矩阵的初等行变换化成最简阶梯形矩阵 J̄ :

J1 → JJ =


0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ d′1
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ d′2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ d′r
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0



如果最简阶梯形矩阵 J̄ 的非零行的个数 r = n（n为原非齐次线性方程组所含未知量的

个数）,那么原非齐次线性方程组有唯一解


x1 = d′1
x2 = d′2
· · · · · ·
xn = d′n

。

如果最简阶梯形矩阵 J̄ 的非零行的个数 r < n,那么原非齐次线性方程组有无穷多个解,
将 J̄ 中各个非零行第一个非零元素对应的未知量以外的未知量都称为自由未知量,它们可以
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任意取值, 将 J 对应的非齐次线性方程组（即以 J 为增广矩阵的非齐次线性方程组）里去
掉 J̄ 中的全零行对应的方程,之后将剩下的方程中含自由未知量的项都移到方程的右侧（可
以用 J̄ 实现这个操作）,就得到原非齐次线性方程组的一般解。为了便于叙述,将自由未知
量分别记为 xjr+1

, · · · , xjn ,它们对应的系数也相应记为

ci,jr+1
, · · · , ci,jn (i = 1, 2, · · · , r)

那么原非齐次线性方程组的一般解为
xj1 = d′1 − c1,jr+1xjr+1 − · · · − c1,jnxjn

xj2 = d′2 − c2,jr+1
xjr+1

− · · · − c2,jnxjn

· · · · · ·
xjr = d′r − cr,jr+1

xjr+1
− · · · − cr,jnxjn

(5)

式 (5)中 xjr+1
, · · · , xjn 为自由未知量。
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消元法解齐次线性方程组的步骤

设齐次线性方程组的系数矩阵为A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

。
第一步：用矩阵的初等行变换将A化成最简阶梯形矩阵 J :

A → J =



0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0


r
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第二步：如果最简阶梯形矩阵 J 的非零行的个数 r = n ( n为原文次线性方程组所含未
知量的个数),那么原齐次线性方程组有唯一零解

x1 = 0

x2 = 0

· · · · · ·
xn = 0

如果最简阶梯形矩阵 J 的非零行的个数 r < n,那么原齐次线性方程组有无穷多个解 (即有非
零解),其一般解为（自由未知量及相应的系数处理方法同非齐次线性方程组)

xj1 = −c1,jr+1
xjr+1

− · · · − c1,jnxjn

xj2 = −c2,jr+1
xjr+1

− · · · − c2,jnxjn

· · · · · ·
xjr = −cr,jr+1

xjr+1
− · · · − cr,jnxjn

(6)

式 (6)中 xjr+1
, · · · , xjn 为自由未知量。
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（一）数域 P 上的 n维向量的定义

由数域 P 中 n个数组成的有序数组

α = (a1, a2, · · · , an) 或 α =


a1
a2
...

an

 ,

称为数域 P 上的一个 n维行（或列）向量。称 ai(i = 1, 2, · · · , n)为向量 α的第 i个分量,分
量全为 0的向量称为零向量,记为 0。

注：若 α = (a1, a2, · · · , an),也记 α′ =


a1
a2
...

an

,即 n维行（或列）向量可以看成是

1× n（或 n× 1）矩阵。
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（二）相关概念

设 α = (a1, a2, · · · , an) ,β = (b1, b2, · · · , bn) ,γ 都是数域 P 上的 n维向量, k, l ∈ P ,规
定:

（1）相等：α = β 指的是 ai = bi (i = 1, 2, · · · , n);

（2）加法：α+ β = (a1 + b1, a2 + b2, · · · , an + bn);

（3）数乘：kα = (ka1, ka2, · · · , kan);

（4）负向量：−α = (−a1,−a2, · · · ,−an)。
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（三）向量线性运算的运算规律及性质

1. 加法

（1）α+ β = β +α;

（2）(α+ β) + γ = α+ (β + γ);

（3）α+ 0 = α;

（4）α+ (−α) = 0。

2. 数乘

（1）k(lα) = (kl)α;

（2）1α = α;

（3）0α = 0;
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（4）(−1)α = −α。

3. 加法与数乘

（1）(k + l)α = kα+ lα;

（2）k(α+ β) = kα+ kβ。

（四）数域 P 上的 n维向量空间

以数域 P 中的数作为分量的 n维向量的全体,同时考虑到定义在它们上面的加法和数量
乘法,称为数域 P 上的 n维向量空间,记为 Pn 。
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（一）线性表出

1. 线性表出的定义

对于 Pn 中的向量 β,α1,α2, · · · ,αm,若存在 k1, k2, · · · , km ∈ P ,使得
β = k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm 成立,则称 β是 α1,α2, · · · ,αm 的线性组合,或称 β可由
α1,α2, · · · ,αm 线性表出。

2. 线性表出的判别

设 α1 = (a11, a12, · · · , a1n) ,α2 = (a21, a22, · · · , a2n) , · · · ,αm =

(am1, am2, · · · , amn) ,β = (b1, b2, · · · , bn)都是 Pn 中的向量,它们对应的线性方程组为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = β (7)
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即 
a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm = b1
a12x1 + a22x2 + · · ·+ am2xm = b2

· · · · · ·
a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ amnxm = bn

(8)

（1）β可由 α1,α2, · · · ,αm 线性表出的充分必要条件是线性方程组(7)有解。

（2）β可由 α1,α2, · · · ,αm 唯一线性表出的充分必要条件是线性方程组(7)有唯一解。

（3）β不能由 α1,α2, · · · ,αm 线性表出的充分必要条件是线性方程组(7)无解。
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3. n维单位向量与 n维零向量

（1）n维单位向量:

Pn 中的任一向量 α = (a1, a2, · · · , an)都是 Pn 中的向量组:

ε1 = (1, 0, · · · , 0), ε2 = (0, 1, · · · , 0), · · · , εn = (0, 0, · · · , 1)

的一个线性组合。这是因为

α = (a1, a2, · · · , an) = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn

称向量 ε1, ε2, · · · , εn 为 Pn 中的单位向量。

（2）n维零向量:

Pn 中的零向量是 Pn 中任一向量组的线性组合（取系数全为 0即可）。
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向量组的等价

1)向量组等价的定义

若向量组 (I): α1,α2, · · · ,αs 中每个向量 αi(i = 1, 2, · · · , s)都可由向量组 (II)：
β1,β2, · · · ,βt 线性表出,则称向量组 (I) 可由向量组 (II) 线性表出。

若两个向量组可以互相线性表出,则称这两个向量组等价。

2)向量组等价的性质

性质 1（反身性）每个向量组都与它自身等价。

性质 2（对称性）若向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 β1,β2, · · · ,βt 等价,则向量组
β1,β2, · · · ,βt 也与 α1,α2, · · · ,αs 等价。

性质 3（传递性）若向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 β1,β2, · · · ,βt 等价, β1,β2, · · · ,βt 与
γ1,γ2, · · · ,γp 等价,则向量组 α1,α2, · · · ,αs 与 γ1,γ2, · · · ,γp 等价。

30 / 97



（二）线性相关与线性无关

1. 线性相关与线性无关的定义

设 α1,α2, · · · ,αm 为 Pn 中的一组向量,若存在 P 中一组不全为零的数 k1, k2, · · · , km,
使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0 (9)

成立,则称向量组 α1,α2, · · · ,αm 线性相关;

当且仅当 k1 = k2 = · · · = km = 0时,式(9)成立,则称向量组 α1,α2, · · · ,αm 线性无关。

31 / 97



2. 向量组的秩与极大线性无关组

1)向量组的极大线性无关组

（1）定义: 在向量组 α1,α2, · · · ,αs 中,若一个部分组 αi1 ,αi2 , · · · ,αir 线性无关,并且
从向量组中剩下的向量里（如果还有的话）任意添一个向量,所得的部分组都线性相关,则称
αi1 ,αi2 , · · · ,αir 为向量组 α1,α2, · · · ,αs 的一个极大线性无关组。

（2）相关结论:

• (1) 含非零向量的向量组一定有极大线性无关组,且其极大线性无关组有可能不唯一。
• (2) 线性无关向量组只有一个极大线性无关组就是它本身。
• (3) 向量组与它的任一个极大线性无关组等价。
• (4) 向量组的任意两个极大线性无关组等价。
• (5) 向量组的任意两个极大线性无关组所含向量的个数相同。
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2)向量组的秩

（1）向量组秩的定义: 向量组的极大线性无关组所含向量的个数称为这个向量组的秩。
全部由零向量组成的向量组没有极大线性无关组,规定这样的向量组的秩为零。

向量组 α1,α2, · · · ,αs 的秩记为 r {α1,α2, · · · ,αs}。

（2）相关结论:

(1) 若向量组 (I) 可由向量组 (II) 线性表出,则向量组 (I) 的秩不大于向量组 (II) 的秩。

(2) 等价的向量组有相同的秩。
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3. 线性相关与线性无关的判别

1）线性相关性与齐次线性方程组及行列式的关系

设 α1 = (a11, a12, · · · , a1n) ,α2 = (a21, a22, · · · , a2n) , · · · ,αm = (am1, am2, · · · , amn)

都是 Pn 中的向量,它们对应的齐次线性方程组为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = 0 (10)

即 
a11x1 + a21x2 + · · ·+ am1xm = 0

a12x1 + a22x2 + · · ·+ am2xm = 0

· · · · · ·
a1nx1 + a2nx2 + · · ·+ amnxm = 0

(11)
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当m = n时,它们对应的行列式为

|α1,α2, · · · ,αm| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...

a1n a2n · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (12)
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（1）向量组 α1,α2, · · · ,αm 线性相关的充分必要条件是齐次线性方程组 (10)有非零解,
且当m = n时, α1,α2, · · · ,αm 线性相关的充分必要条件是行列式(12)等于零,即

|α1,α2, · · · ,αm| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...

a1n a2n · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

（2）向量组 α1,α2, · · · ,αm 线性无关的充分必要条件是齐次线性方程组 (10)只有零解,
且当m = n时, α1,α2, · · · ,αm 线性无关的充分必要条件是行列式(12)不等于零,即

|α1,α2, · · · ,αm| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2

...
...

...

a1n a2n · · · amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0
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2）线性相关性与线性表出的关系

（1）向量组 α1,α2, · · · ,αs(s ⩾ 2)线性相关的充分必要条件是其中至少有一个向量可
由其余 s− 1个向量线性表出。

（2）若向量组 α1,α2, · · ·αs 线性无关,而向量组 α1,α2, · · · ,αs,β线性相关,则 β可由
α1,α2, · · · ,αs 唯一线性表出。

（3）若向量组 α1,α2, · · · ,αs 可由向量组 β1,β2, · · · ,βt 线性表出,且 s > t,则
α1,α2, · · · ,αs 必线性相关，简称多的被少的线性表出，则多的一定线性相关。

（4）若向量组 α1,α2, · · · ,αs 线性无关,且它可由向量组 β1,β2, · · · ,βt 线性表出,则
s ⩽ t（这是（3）的逆否命题）。

（5）两个线性无关的等价的向量组,必含有相同个数的向量。
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3）其他判别方法

设 α1,α2, · · · ,αs 是数域 P 上的一个 n维向量组,当它是行向量组时,构造 s× n矩阵

A =


α1

α2

...

αs

,当它是列向量组时,构造 n× s矩阵A = (α1,α2, · · · ,αs)。

α1,α2, · · · ,αs 线性相关 α1,α2, · · · ,αs 线性无关
当 s = 1时, α1 = 0 当 s = 1时, α1 ̸= 0

当 s = 2时, α1,α2 的对应分量成比例 当 s = 2时, α1,α2 的对应分量不成比例
α1,α2, · · · ,αs 的秩小于 s α1,α2, · · · ,αs 的秩等于 s

矩阵A的秩小于 s 矩阵A的秩等于 s

当 s = n时,矩阵A的行列式 |A| = 0 当 s = n时,矩阵A的行列式 |A| ̸= 0

当 s > n时, α1,α2, · · · ,αs 必线性相关
如果α1,α2, · · · ,αs 有一个部分组线性相关, 如果α1,α2, · · · ,αs 线性无关,
那么α1,α2, · · · ,αs 也线性相关,简称部分相关,则整体相关 那么它的任一部分组都线性无关,简称整体无关,则部分无关
线性相关向量组减少对应位置分量后,得到的向量组仍线性相关 线性无关向量组在对应位置增加分量后,得到的向量组仍线性无关

两两正交的非零向量组 (向量组中每个向量都不是零向量）线性无关
矩阵的属于不同特征值的特征向量线性无关
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性方程组的相关概念

二、阶梯形矩阵

三、消元法解线性方程组

四、向量空间

五、线性相关性

六、矩阵的秩

七、线性方程组有解的判定定理

八、线性方程组解的结构

2 典型例题

知识点 1：线性相关性

知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

知识点 3：线性方程组求解

知识点 4：线性方程组解的判定



（一）相关概念

1. 矩阵的行向量组与列向量组

设矩阵A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn

，令

α1 = (a11, a12, · · · , a1n)
α2 = (a21, a22, · · · , a2n)

. . . , . . .

αm = (am1, am2, · · · , amn)

β1 =


a11
a21
...

am1

 ,β2 =


a12
a22
...

am2

 , · · · ,βn =


a1n
a2n
...

amn
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称 α1,α2, · · · ,αm 为矩阵A的行向量组, β1,β2, · · · ,βn 为矩阵A的列向量组。

2. 矩阵的子式

在一个 s× n矩阵A中任取 k行 k列 (1 ⩽ k ⩽ min(s, n)),位于这些选定的行和列交叉
点上的 k2 个元素按原来的次序构成的 k级行列式称为A的一个 k级子式, A的 k级子式共
有 Ck

sC
k
n 个。
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（二）矩阵的秩

1. 矩阵秩的定义

矩阵A的行（列）向量组的秩称为A的行（列）秩。可以证明矩阵A的行秩与列秩相
等,统称为矩阵A的秩,记为 r(A)。

2. 常用结论

设A,B 都是m× n矩阵,则

（1）r(A) ⩽ min(m,n)。

（2）若A ̸= O,则 r(A) ⩾ 1。

（3）r(A)等于A的非零子式的最高级数。

（4）矩阵A的秩为 r的充分必要条件是矩阵A中有一个 r级子式不为零,而所有 r + 1

级子式（如果有的话）全为零。
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（5）r (A′) = r(A)。

（6）若 k ̸= 0，则 r(kA) = r(A)。

（7）矩阵的初等变换不改变矩阵的秩。

（8）r(A) = m（即A是行满秩矩阵）的充分必要条件是A的等价标准形为 (EmO);

r(A) = n（即A是列满秩矩阵）的充分必要条件是A的等价标准形为
(

En

O

)
。

（9）A,B 等价的充分必要条件是 r(A) = r(B)。

（10）当m = n时,矩阵A的行列式为零的充分必要条件是A的秩小于 n。

（11）r(A±B) ⩽ r(A) + r(B)。

注：利用以上结论可以方便地求出矩阵的秩,特别是可以用初等行变换将矩阵化为阶梯
形矩阵,这个阶梯形矩阵中非零行的个数就等于原矩阵的秩。
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（三）求向量组的秩与极大线性无关组的方法

直接利用定义来求向量组的秩和极大线性无关组不方便,可采用下列方法求之。

方法 1将行（或列）向量组 α1,α2, · · · ,αs 排成矩阵

A =


α1

α2

...

αs

 或A = (α1,α2, · · · ,αs)

求出A的秩为 r,即知向量组 α1,α2, · · · ,αs 的秩也为 r。
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若 r(A) = r,在A中求一个 r级非零子式 D,则矩阵A中包含 D的 r个行向量（当

A =


α1

α2

...

αs

时）或 r个列向量（当A = (α1,α2, · · · ,αs)时）即为向量组 α1,α2, · · · ,αs

的一个极大线性无关组。

方法 2将列（或行）向量组 α1,α2, · · · ,αs 排成矩阵

A = (α1,α2, · · · ,αs) (或A = (α′
1,α

′
2, · · · ,α′

s))

用初等行变换化A为阶梯形矩阵 J ,若 J 中有 r个非零行,则向量组 α1,α2, · · · ,αs 的
秩为 r;设 J 中第 i个非零行的第一个非零元素所在的列标号为 ji(i = 1, 2, · · · , r),则
αj1 ,αj2 , · · · ,αjr 为向量组 α1,α2, · · · ,αs 的一个极大线性无关组。
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（一）齐次线性方程组解的性质和判定

1. 解的性质

如果 ξ1, ξ2 都是齐次线性方程组Ax = 0的解, k为任意数,那么 ξ1 + ξ2, kξ1 也都是
Ax = 0的解。因此Ax = 0的解的线性组合仍是它的解。

2. 解的判定

设齐次线性方程组Ax = 0含有 n个未知量和m个方程,即其系数矩阵A为m× n矩
阵,则

（1）Ax = 0有非零解的充分必要条件是

• r(A) < n;
• A的列向量组线性相关;
• 存在矩阵B ̸= O;使得AB = O;
• 当m = n时, |A| = 0。
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（2）Ax = 0只有零解的充分必要条件是

• r(A) = n;
• A的列向量组线性无关;
• 当m = n时, |A| ̸= 0。
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（二）非齐次线性方程组解的性质和判定

设Ax = b是含有 n个未知量和m个方程的非齐次线性方程组。

1. 解的性质

（1）若 η1,η2 是Ax = b的两个解，则 η1 − η2 是其导出组Ax = 0的解。

（2）若 η是Ax = b的解, ξ是其导出组Ax = 0的解，则 η + ξ是 Ax = b的解。
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2. 有解的判定

设A = (α1,α2, · · · ,αn) , Ā = (α1,α2, · · · ,αn | b)分别是Ax = b的系数矩阵与增广
矩阵。

（1）Ax = b有解的充分必要条件是

• r(A) = r(A),即系数矩阵的秩与增广矩阵的秩相同;
• b可由 α1,α2, · · · ,αn 线性表出;
• 向量组 α1,α2, · · · ,αn 与 α1,α2, · · · ,αn, b等价;
• r {α1,α2, · · · ,αn} = r {α1,α2, · · · ,αn, b}。
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（2）Ax = b无解的充分必要条件是

• r(A) ̸= r(A),即 r(A) + 1 = r(A);
• b不能由 α1,α2, · · · ,αn 线性表出。

（3）Ax = b有唯一解的充分必要条件是

• r(A) = r(Ā) = n;
• b可由 α1,α2, · · · ,αn 唯一线性表出;
• 当m = n时, |A| ̸= 0。

（4）Ax = b有无穷多解的充分必要条件是

• r(A) = r(Ā) < n;
• b可由 α1,α2, · · · ,αn 线性表出,但表示系数不唯一。
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（一）齐次线性方程组解的结构

设齐次线性方程组Ax = 0含有 n个未知量。

1. 基础解系的定义

设 ξ1, ξ2, · · · , ξs 都是齐次线性方程组Ax = 0的解,若

（1）ξ1, ξ2, · · · , ξs 线性无关;

（2）Ax = 0的任意一个解都可由 ξ1, ξ2, · · · , ξs 线性表出,则称 ξ1, ξ2, · · · , ξs 是齐次线
性方程组 Ax = 0的一个基础解系。

2. 基础解系的性质和判定

（1）Ax = 0有基础解系当且仅当且它有非零解。

（2）Ax = 0有基础解系当且仅当且 r(A) < n。
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（3）若Ax = 0有基础解系,则它有无穷多个基础解系,且这些基础解系彼此是等价的。

（4）若Ax = 0有基础解系,则它的每个基础解系所含解的个数都为 n− r(A),即自由未
知量的个数。

（5）设Ax = 0有基础解系,则与Ax = 0的一个基础解系等价的任一线性无关向量组
都是 Ax = 0的一个基础解系。

（6）设Ax = 0有基础解系，则Ax = 0的任意 n− r个线性无关的解都是它的一个基
础解系。
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3. 齐次线性方程组的通解

设 ξ1, ξ2, · · · , ξs(s = n− r(A))为齐次线性方程组Ax = 0的一个基础解系,则Ax = 0
的任意一个解都可由其线性表出。将

η = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ ksξs (13)

中的 k1, k2, · · · , ks 为任意常数，称为齐次线性方程组Ax = 0的通解（或全部解）

4. 齐次线性方程组的解空间

齐次线性方程组Ax = 0的解的全体按向量的线性运算构成一个线性空间,称为齐次线
性方程组Ax = 0的解空间, Ax = 0的解空间的维数为 n− r(A)。
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（二）非齐次线性方程组的通解

设非齐次线性方程组Ax = b含有 n个未知量,且有无穷多解,
ξ1, ξ2, · · · , ξs(s = n− r(A))为其导出组Ax = 0的一个基础解系，γ0 为Ax = b的一个特
解。将

γ = γ0 + k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ ksξs (14)

中的 k1, k2, · · · , ks 为任意常数，称为非齐次线性方程组Ax = b的通解（或全部解）。
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知识点 1：线性相关性

例 3.1判断向量 β1 = (4, 3,−1, 11)与 β2 = (4, 3, 0, 11)是否为向量组 α1 = (1, 2,−1, 5),
α2 = (2,−1, 1, 1)的线性组合。若是，写出表达式。

解：方法 1：解线性方程组 x1α1 + x2α2 = β1,即对其增广矩阵 (α′
1,α

′
2 | β′

1)施行初等
行变换得

(
α′

1,α
′
2 : β′

1

)
=


1 2 4

2 −1 3

−1 1 −1

5 1 11

 →


1 2 4

0 −5 −5

0 3 3

0 −9 −9



→


1 2 4

0 1 1

0 0 0

0 0 0

 →


1 0 2

0 1 1

0 0 0

0 0 0


由最后一个矩阵知线性方程组 x1α1 + x2α2 = β1 有唯一解 x1 = 2, x2 = 1,因此 β1 能由
α1,α2 线性表出,且 β1 = 2α1 +α2 。
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解线性方程组 x1α1 + x2α2 = β2 。

(α′
1,α

′
2 : β′

2) =

 1 2 4

2 −1 3

−1 1 0

5 1 11

→

 1 2 4

0 −5 −5

0 3 4

0 −9 −9

→

 1 2 4

0 1 1

0 0 1

0 0 0


由最后一个矩阵知线性方程组 x1α1 + x2α2 = β2 无解,因此 β2 不能由 α1,α2 线性表出。
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方法 2：对 (α′
1,α

′
2 | β′

1,β
′
2)施行初等行变换:

(
α′

1,α
′
2 : β′

1,β
′
2

)
=


1 2 4 4

2 −1 3 3

−1 1 −1 0

5 1 11 11

 →


1 2 4 4

0 −5 −5 −5

0 3 3 4

0 −9 −9 −9



→


1 2 4 4

0 1 1 1

0 0 0 1

0 0 0 0


由最后一个矩阵知线性方程组 x1α1 + x2α2 = β1 有解, x1α1 + x2α2 = β2 无解,因此 β1 能
由 α1,α2 线性表出，而 β2 不能由 α1,α2 线性表出。

又 (α′
1,α

′
2 : β′

1) →


1 2 4

0 1 1

0 0 0

0 0 0

→


1 0 2

0 1 1

0 0 0

0 0 0

,所以有 β1 = 2α1 +α2 。
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例 3.2判别下列向量组是线性相关还是线性无关:

（1）α1 = (1, 1, 1),α2 = (1, 2, 3),α3 = (1, 3, 6)。

（2）α1 = (3, 2,−5, 4),α2 = (2, 1,−3,−5),α3 = (3, 5,−13, 11),α4 = (4, 5,−14,−3)。

解：（1）因 α1,α2,α3 对应的行列式 |α′
1,α

′
2,α

′
3| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 2 3

1 3 6

∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0,所以

α1,α2,α3 线性无关。

（2）考虑齐次线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 = 0,即
3x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 0

2x1 + x2 + 5x3 + 5x4 = 0

−5x1 − 3x2 − 13x3 − 14x4 = 0

4x1 − 5x2 + 11x3 − 3x4 = 0

(15)
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因

(
α′

1,α
′
2,α

′
3,α

′
4

)
=


3 2 3 4

2 1 5 5

−5 −3 −13 −14

4 −5 11 −3

 →


1 1 −2 −1

2 1 5 5

−1 −1 −3 −4

−1 −8 −2 −17



→


1 1 −2 −1

0 −1 9 7

0 0 −5 −5

0 −7 −4 −18

 →


1 1 −2 −1

0 −1 9 7

0 0 −5 −5

0 0 −67 −67

 →


1 1 −2 −1

0 −1 9 7

0 0 1 1

0 0 0 0



由最后一个矩阵知齐次线性方程组(15)有非零解,故向量组 α1,α2,α3,α4 线性相关。

注：（2）也可用（1）的方法求解,即因 α1,α2,α3,α4 对应的行列式

|α′
1,α

′
2,α

′
3,α

′
4| =

∣∣∣∣∣∣∣
3 2 3 4

2 1 5 5

−5 −3 −13 −14

4 −5 11 −3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

因此向量组 α1,α2,α3,α4 线性相关。
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例 3.3证明：n维列向量 α1,α2, · · · ,αn 线性无关的充分必要条件是

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α′

1α1 α′
1α2 · · · α′

1αn

α′
2α1 α′

2α2 · · · α′
2αn

...
...

...

α′
nα1 α′

nα2 · · · α′
nαn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

证明：令A = (α1,α2, · · · ,αn),则有

A′A =


α′

1

α′
2
...

α′
n

 (α1,α2, · · · ,αn) =


α′

1α1 α′
1α2 · · · α′

1αn

α′
2α1 α′

2α2 · · · α′
2αn

...
...

...

α′
nα1 α′

nα2 · · · α′
nαn


于是 D = |A′A| = |A|2 。又 α1,α2, · · · ,αn 线性无关的充分必要条件是 |A| ̸= 0,即
D = |A|2 ̸= 0,得证。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性方程组的相关概念

二、阶梯形矩阵

三、消元法解线性方程组

四、向量空间

五、线性相关性

六、矩阵的秩

七、线性方程组有解的判定定理

八、线性方程组解的结构

2 典型例题

知识点 1：线性相关性

知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

知识点 3：线性方程组求解

知识点 4：线性方程组解的判定



知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

例 3.4求向量组

α1 = (1,−2, 0, 3)′,α2 = (2,−5,−3, 6)′,α3 = (0, 1, 3, 0)′,

α4 = (2,−1, 4,−7)′,α5 = (5,−8, 1, 2)′

的秩和一个极大线性无关组,并将其余向量表示成该极大线性无关组的线性组合。

解：以 α1,α2,α3,α4,α5为列构成矩阵A,对A施行初等行变换化成阶梯形矩阵B,即
A = (α1,α2,α3,α4,α5)

A =


1 2 0 2 5

−2 −5 1 −1 −8

0 −3 3 4 1

3 6 0 −7 2

 →


1 2 0 2 5

0 −1 1 3 2

0 −3 3 4 1

0 0 0 −13 −13



→


1 2 0 2 5

0 −1 1 3 2

0 0 0 −5 −5

0 0 0 1 1

 → B =


1 2 0 2 5

0 −1 1 3 2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0
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因为B 中有 3个非零行,所以向量组 α1,α2,α3,α4,α5 的秩为 3。又因B 中各个非零
行的第一个非零元素分别在 1, 2, 4列,所以 α1,α2,α4 是 α1,α2,α3,α4,α5 的一个极大线性
无关组。

对矩阵B 继续做初等行变换将其化成最简阶梯形矩阵,即

B →


1 0 2 8 9

0 1 −1 −3 −2

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0

→


1 0 2 0 1

0 1 −1 0 1

0 0 0 1 1

0 0 0 0 0


可得 α3 = 2α1 −α2 + 0α4,α5 = α1 +α2 +α4 。
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例 3.5设向量组
α1 = (1, 1, 1, 3)′,α2 = (−1,−3, 5, 1)′,α3 = (3, 2,−1, p+ 2)′,α4 = (−2,−6, 10, p)′ 。

（1）当 p为何值时,该向量组线性无关? 并在此时将向量 α = (4, 1, 6, 10)′ 用
α1,α2,α3,α4 线性表出。

（2）当 p为何值时, 该向量组线性相关? 并在此时求出它的秩和一个极大线性无关组。

解：对矩阵 (α1,α2,α3,α4 | α)做初等行变换:

→


1 −1 3 −2 4

0 −2 −1 −4 −3

0 0 −7 0 −7

0 0 p− 9 p− 2 −8

→


1 −1 3 −2 4

0 −2 −1 −4 −3

0 0 1 0 1

0 0 0 p− 2 1− p
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（1）当 p ̸= 2时,向量组 α1,α2,α3,α4 线性无关。此时
1 −1 3 −2 4

0 −2 −1 −4 −3

0 0 1 0 1

0 0 0 p− 2 1− p

→


1 −1 0 −2 1

0 −2 0 −4 −2

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2



→


1 0 0 0 2

0 1 0 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2

→


1 0 0 0 2

0 1 0 0 3p−4
p−2

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2



所以

α = 2α1 +
3p− 4

p− 2
α2 +α3 +

1− p

p− 2
α4
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（2）当 p = 2时,向量组 α1,α2,α3,α4线性相关。此时向量组 α1,α2,α3,α4的秩为 3 ,
α1,α2,α3 （或 α1,α3,α4 )为其一个极大线性无关组。

注：四个 4维向量是否线性相关,可直接由其构成的行列式是否为零来判断,而考虑到
还要求把 α用 α1,α2,α3,α4 线性表出,即求线性方程组 x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 = α

的解,两步结合在一起进行,直接通过初等行变换化矩阵 (α1,α2,α3,α4 | α)为阶梯形矩阵,
在 p确定时,求向量组的秩和极大线性无关组可按常规方法处理。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性方程组的相关概念

二、阶梯形矩阵

三、消元法解线性方程组

四、向量空间

五、线性相关性

六、矩阵的秩

七、线性方程组有解的判定定理

八、线性方程组解的结构

2 典型例题

知识点 1：线性相关性

知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

知识点 3：线性方程组求解

知识点 4：线性方程组解的判定



知识点 3：线性方程组的解

例 3.6求齐次线性方程组


x1 + x2 + x3 + 4x4 − 3x5 = 0

2x1 + x2 + 3x3 + 5x4 − 5x5 = 0

x1 − x2 + 3x3 − 2x4 − x5 = 0

3x1 + x2 + 5x3 + 6x4 − 7x5 = 0

的基础解系。

解：对齐次线性方程组的系数矩阵A做初等行变换将其化成最简阶梯形矩阵,

A =


1 1 1 4 −3

2 1 3 5 −5

1 −1 3 −2 −1

3 1 5 6 −7

→


1 1 1 4 −3

0 −1 1 −3 1

0 −2 2 −6 2

0 −2 2 −6 2



→


1 1 1 4 −3

0 −1 1 −3 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

→


1 0 2 1 −2

0 1 −1 3 −1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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得原齐次线性方程组的一般解为{
x1 = −2x3 − x4 + 2x5

x2 = x3 − 3x4 + x5
(16)

式 (16)中 x3, x4, x5 为自由未知量。

方法 1：令

 x3

x4

x5

分别等于
 1

0

0

 ,

 0

1

0

 ,

 0

0

1

,代入到一般解式(16)中得

ζ1 =


−2

1

1

0

0

 , ζ2 =


−1

−3

0

1

0

 , ζ3 =


2

1

0

0

1


则 ζ1, ζ2, ζ3 为所求的一个基础解系。
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方法 2：由一般解式 (16)得

x1 = −2x3 − x4 + 2x5

x2 = x3 − 3x4 + x5

x3 = x3

x4 = x4

x5 = x5

(17)

将式(17)写成向量形式:
x1

x2

x3

x4

x5

 = x3


−2

1

1

0

0

+ x4


−1

−3

0

1

0

+ x5


2

1

0

0

1
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则 ζ1 =


−2

1

1

0

0

 , ζ2 =


−1

−3

0

1

0

 , ζ3 =


2

1

0

0

1

为所求的一个基础解系。

注：求齐次线性方程组Ax = 0的一个基础解系的步骤。

(1) 对系数矩阵A施行初等行变换将其化成最简阶梯形矩阵,得到 r(A)。

(2) 写出原齐次线性方程组的一般解。
(3) 令一般解中的自由未知量组成的 n− r(A)维列向量分别取值

1

0
...

0

 ,


0

1
...

0

 , · · · ,


0

0
...

1

,就得到原齐次线性方程组的 n− r(A)个解

ζ1, ζ2, · · · , ζn−r(A),即为一个基础解系。
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例 3.7设 α1,α2, · · · ,αs 为齐次线性方程组Ax = 0的一个基础解系,
β1 = t1α1 + t2α2, β2 = t1α2 + t2α3, · · · ,βs = t1αs + t2α1,其中 t1, t2 为实常数,试问 t1, t2
满足何关系时, β1,β2, · · · ,βs 也为齐次线性方程组Ax = 0的一个基础解系。

解：由题设知 βi(i = 1, 2, · · · , s)为 α1,α2, · · · ,αs 的线性组合,所以 βi 均为Ax = 0
的解,下面只需要使 β1,β2, · · · ,βs 线性无关即可。设

k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs = 0 (18)

即
(t1k1 + t2ks)α1 + (t2k1 + t1k2)α2 + · · ·+ (t2ks−1 + t1ks)αs = 0

因为 α1,α2, · · · ,αs 线性无关,所以有
t1k1 + t2ks = 0

t2k1 + t1k2 = 0

· · · · · ·
t2ks−1 + t1ks = 0

(19)
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于是 β1,β2, · · · ,βs 线性无关当且仅当齐次线性方程组(18)只有零解,当且仅当齐次线性方程
组(19)只有零解,当且仅当齐次线性方程组 (19)的系数行列式:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t1 0 0 · · · 0 0 t2
t2 t1 0 · · · 0 0 0

0 t2 t1 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · t1 0 0

0 0 0 · · · t2 t1 0

0 0 0 · · · 0 t2 t1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
s×s

= tst + (−1)s+1ts2 ̸= 0

即当 s为偶数且 t1 ̸= ±t2 时或当 s为奇数且 t1 ̸= −t2 时, β1,β2, · · · ,βs 线性无关,此时
β1,β2, · · · ,βs 为线性方程组Ax = 0的一个基础解系。

注：由于齐次线性方程组解的线性组合仍为其解,故 β1,β2, · · · ,βs 也为线性方程组
Ax = 0的解,又基础解系含 s个解,因此,当且仅当 β1,β2, · · · ,βs 线性无关时,
β1,β2, · · · ,βs 是基础解系,而证明 β1,β2, · · · ,βs 线性无关的一般方法是设
k1β1 + k2β2 + · · ·+ ksβs = 0,推出 k1 = k2 = · · · = ks = 0,从而转化为判断一个齐次线性方
程组只有零解的问题。
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例 3.8设齐次线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1,2nx2n = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2,2nx2n = 0

· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ an,2nx2n = 0

(20)

的一个基础解系为 (b11, b12, · · · , b1,2n) , (b21, b22, · · · , b2,2n) , · · · , (bn1bn2, · · · , bn,2n),试写出
齐次线性方程组 

b11y1 + b12y2 + · · ·+ b1,2ny2n = 0

b21y1 + b22y2 + · · ·+ b2,2ny2n = 0

· · · · · ·
bn1y1 + bn2y2 + · · ·+ bn,2ny2n = 0

(21)

的通解,并说明理由。
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解：方法 1：将 β1 = (b11, b12, · · · , b1,2n), β2 = (b21, b22, · · · , b2,2n), · · · ,
βn = (bn1, bn2, · · · , bn,2n)代入齐次线性方程组式 (20)的第 i个方程, i = 1, 2, · · · , n,得

ai1b11 + ai2b12 + · · ·+ ai,2nb1,2n = 0

ai1b21 + ai2b22 + · · ·+ ai,2nb2,2n = 0

· · · · · ·
ai1bn1 + ai2bn2 + · · ·+ ai,2nbn,2n = 0

即 
b11ai1 + b12ai2 + · · ·+ b1,2nai,2n = 0

b21ai1 + b22ai2 + · · ·+ b2,2nai,2n = 0

· · · · · ·
bn1ai1 + bn2ai2 + · · ·+ bn,2nai,2n = 0

(22)

由式 (22)知 αi = (ai1, ai2, · · · , ai,2n) (i = 1, 2, · · · , n)都是齐次线性方程组 (21)的解,又
β1,β2, · · · ,βn 为齐次线性方程组(20)的一个基础解系,所以齐次线性方程组 (20)的系数矩
阵A的秩必为 n,从而A的行向量组 α1,α2, · · · ,αn 线性无关,而齐次线性方程组 (21)的系
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数矩阵B 的秩为 n,未知量的个数为 2n,因此其 n个线性无关的解 α1,α2, · · · ,αn 必为其一
个基础解系,故齐次线性方程组(21)的通解为

η = k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn (23)

式 (23)中的 k1, k2, · · · , kn 是任意常数。

方法 2：记齐次线性方程组 (20)与线性方程组 (21)的系数矩阵分别为A,B,则由题设
有AB′ = O,于是 (AB′)

′
= O,即BA′ = O,可见A的 n个行向量 α1,α2, · · · ,αn 是齐次

线性方程组 (21)的 n个解。

因为 r(A) = 2n− n = n,所以A的行向量组 α1,α2, · · · ,αn 线性无关。又 r(B) = n,
且齐次线性方程组 (21)含未知量的个数为 2n,故A的行向量组 α1,α2, · · · ,αn 是齐次线性
方程组 (21)的一个基础解系，因此齐次线性方程组 (21)的通解为 η = k1α1 + k2α2 + · · ·
+knαn, k1, k2, · · · , kn 是任意常数。

注：求齐次线性方程组的通解关键在于求出它的一个基础解系。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性方程组的相关概念

二、阶梯形矩阵

三、消元法解线性方程组

四、向量空间

五、线性相关性

六、矩阵的秩

七、线性方程组有解的判定定理

八、线性方程组解的结构

2 典型例题

知识点 1：线性相关性

知识点 2：向量组的秩及极大线性无关组

知识点 3：线性方程组求解

知识点 4：线性方程组解的判定



知识点 4：线性方程组解的判定

例 3.9设线性方程组


x1 + λx2 + µx3 + x4 = 0

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0

3x1 + (2 + λ)x2 + (4 + µ)x3 + 4x4 = 1

。已知 (1,−1, 1,−1)

是该方程组的一个解,试求该方程组的全部解,并用它的导出组的基础解系表示全部解。

解：设原线性方程组的系数矩阵为A,将 (1,−1, 1,−1)代入原方程组得 λ = µ,于是原
方程组的增广矩阵为

A =

 1 λ λ 1 0

2 1 1 2 0

3 2 + λ 4 + λ 4 1

→

 1 λ λ 1 0

0 1− 2λ 1− 2λ 0 0

0 2− 2λ 4− 2λ 1 1


→

 1 λ λ 1 0

0 1− 2λ 1− 2λ 0 0

0 1 3 1 1

→

 1 λ λ 1 0

0 1 3 1 1

0 1− 2λ 1− 2λ 0 0


→

 1 λ λ 1 0

0 1 3 1 1

0 0 2(2λ− 1) 2λ− 1 2λ− 1
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当 λ ̸= 1
2 时,

Ā →

 1 λ λ 1 0

0 1 3 1 1

0 0 2 1 1

→

 1 0 0 1 0

0 1 0 − 1
2 − 1

2

0 0 1 1
2

1
2


知 r(Ā) = r(A) = 3 < 4,故地时原方程组有无穷多解,其一般解为

x1 = −x4

x2 = 1
2x4 − 1

2

x3 = − 1
2x4 +

1
2

(24)

式 (24)中的 x4 为自由未知量。由一般解式 (24)得
x1 = −x4

x2 = 1
2x4 − 1

2

x3 = − 1
2x4 +

1
2

x4 = x4

(25)
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令式 (25)中的 x4 = k,之后将其写成向量的形式就得到原线性方程组的全部解为

γ =


x1

x2

x3

x4

 = k


−1
1
2

− 1
2

1

+


0

− 1
2

1
2

0

 (26)

式 (26)中的 k为任意常数,


−1
1
2

− 1
2

1

为原线性方程组导出组的一个基础解系。
当 λ = 1

2 时，因

A →

 1 1
2

1
2 1 0

0 1 3 1 1

0 0 0 0 0

→

 1 0 −1 1
2 − 1

2

0 1 3 1 1

0 0 0 0 0
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知 r(Ā) = r(A) = 2 < 4,故此时方程组也有无穷多解,其一般解为{
x1 = x3 − 1

2x4 − 1
2

x2 = −3x3 − x4 + 1
(27)

式 (27)中的 x3, x4 为自由未知量。由一般解式 (27)得
x1 = x3 − 1

2x4 − 1
2

x2 = −3x3 − x4 + 1

x3 = x3

x4 = x4

(28)
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令式(28)中的 x3 = k1, x4 = k2,之后将其写成向量的形式就得到原线性方程组的全部解
为

γ =


x1

x2

x3

x4

 = k1


1

−3

1

0

+ k2


− 1

2

−1

0

1

+


− 1

2

1

0

0

 (29)

式 (29)中的 k1, k2为任意常数,


1

−3

1

0

 ,


− 1

2

−1

0

1

为原线性方程组导出组的一个基础解系。
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例 3.10当 λ取何值时,线性方程组


(2λ+ 1)x1 − λx2 + (λ+ 1)x3 = λ− 1

(λ− 2)x1 + (λ− 1)x2 + (λ− 2)x3 = λ

(2λ− 1)x1 + (λ− 1)x2 + (2λ− 1)x3 = λ

有唯

一解、无解、无穷多解? 在有无穷多解时,求通解。

注：系数矩阵和增广矩阵含有参数的线性方程组称为含参数线性方程组。求解含参数
线性方程组时,常采取以下方法：

(1) 对方程组的增广矩阵 Ā通过初等行变换化成阶梯形矩阵,然后根据 r(A) = r(A)是否
成立,即考察线性方程组的系数矩阵A与增广矩阵A的秩是否相等,讨论参数在什么情
况下原方程组有解与无解,有解时再求出一般解。

(2) 当线性方程组中方程的个数与末知数的个数相同时,可利用克拉默法则,即计算系数行
列式 |A|,对于使得 |A| ̸= 0的参数值,方程组有唯一解,且可用克拉默法则求出唯一解
（当线性方程组的元数 n不高时）;而对于使 |A| = 0的参数值,分别列出增广矩阵A用
消元法求解。
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解：方法 1：设原线性方程组的系数矩阵为A。

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2λ+ 1 −λ λ+ 1

λ− 2 λ− 1 λ− 2

2λ− 1 λ− 1 2λ− 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
λ −λ λ+ 1

0 λ− 1 λ− 2

0 λ− 1 2λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣ λ− 1 λ− 2

λ− 1 2λ− 1

∣∣∣∣ = λ(λ− 1)(λ+ 1)

（1）当 λ ̸= 0且 λ ̸= ±1时,原线性方程组有唯一解。
（2）当 λ = 0时,原线性方程组的增广矩阵

A =

(
1 0 1 −1

−2 −1 −2 0

−1 −1 −1 0

)
→

(
1 0 1 −1

0 −1 0 −2

0 −1 0 −1

)
→

(
1 0 1 −1

0 −1 0 −2

0 0 0 1

)
.

知 r(Ā) = 3, r(A) = 2,故此时原线性方程组无解。
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（3）当 λ = 1时,增广矩阵

A =

(
3 −1 2 0

−1 0 −1 1

1 0 1 1

)
→

(
0 −1 −1 −3

0 0 0 2

1 0 1 1

)
→

(
1 0 1 1

0 −1 −1 −3

0 0 0 2

)
知 r(Ā) = 3, r(A) = 2,故此时原线性方程组无解。

（4）当 λ = −1时,原线性方程组的增广矩阵

Ā =

(
−1 1 0 −2

−3 −2 −3 −1

−3 −2 −3 −1

)
→

(
1 −1 0 2

0 −5 −3 5

0 0 0 0

)
→

 1 0 3
5

1

3

0 1 3
5

−1

0 0 0 0


知 r(Ā) = r(A) = 2 < 3,故此时原线性方程组有无穷多解。其一般解为{

x1 = 1− 3
5
x3

x2 = −1− 3
5
x3

(30)

88 / 97



式 (30)中的 x3 为自由未知量。由一般解式 (30)得{
x1 = 1− 3

5
x3

x2 = −1− 3
5
x3

x3 = x3

(31)

令式(31)中的 x3 = t,之后将其写成向量形式就得到原线性方程组的通解为

γ =

(
x1

x2

x3

)
=

(
1

−1

0

)
+ t

(
− 3

5
− 3

5
1

)
(32)

式 (32)中的 t为任意常数,

 − 3
5

− 3
5

1

为原线性方程组导出组的一个基础解系。
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方法 2：

A =

 2λ+ 1 −λ λ+ 1 λ− 1

λ− 2 λ− 1 λ− 2 λ

2λ− 1 λ− 1 2λ− 1 λ


→

 2 1− 2λ 2− λ −1

0 −5 −4λ2 − λ 8λ2 + 2λ− 1

0 0 λ(λ− 1)(λ+ 1) −(λ+ 1)
(
2λ2 − 2λ+ 1

)
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(1) 当 λ ̸= 0且 λ ̸= ±1时, r(Ā) = r(Ā) = 3,原线性方程组有唯一解。
(2) 当 λ = 0时, r(A) = 2, r(Ā) = 3,原线性方程组无解。
(3) 当 λ = 1时, r(A) = 2, r(Ā) = 3,原线性方程组无解。
(4) 当 λ = −1时, r(A) = r(Ā) = 2 < 3,原线性方程组有无穷多解,且

Ā =

 2 3 3 −1

0 −5 −3 5

0 0 0 0

→

 2 3 3 −1

0 1 3
5 −1

0 0 0 0

→

 1 0 3
5 1

0 1 3
5 −1

0 0 0 0

 .

其余同前。

注：如果线性方程组中方程的个数与未知量的个数相同,最好采用方法 1求解。因为求
含参数的系数矩阵A的行列式,比只用初等行变换化含参数的增广矩阵 Ā为阶梯形矩阵要
容易。另外,如果直接对 Ā进行初等行变换化简,可能会产生讨论不全的错误。
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例 3.11设Ax = 0和Bx = 0都是 n元齐次线性方程组,且Ax = 0的解都是Bx = 0
的解,证明：Ax = 0与Bx = 0同解的充分必要条件为 r(A) = r(B)。

证明:

必要性: 将Ax = 0与Bx = 0的解空间分别记为 N(A)和 N(B)。因为Ax = 0与
Bx = 0同解,所以它们有相同的解空间,即 N(A) = N(B),因此 n− r(A) = n− r(B),推出
r(A) = r(B)。

充分性: 设 r(A) = r(B) = r。若 r = n,则Ax = 0与Bx = 0都只有零解,此时结论成
立。若 r < n,设 ζ1, ζ2, · · · , ζn−r 是Ax = 0的一个基础解系。因为Ax = 0的解都是
Bx = 0的解,所以 ζ1, ζ2, · · · , ζn−r 是Bx = 0的 n− r个线性无关的解。又
r(A) = r(B) = r,所以Bx = 0的任一个基础解系所含其解的个数都为
n− r(B) = n− r(A) = n− r,因此 ζ1, ζ2, · · · , ζn−r 为Bx = 0的一个基础解系,故Ax = 0

与Bx = 0同解。
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例 3.12已知 4元非齐次线性方程组Ax = b的系数矩阵A的秩为 3 ,又 η1,η2,η3 都是
它的解,且 η1 + η2 = (1, 1, 0, 2)′,η2 + η3 = (1, 0, 1, 3)′,试求Ax = b的通解。

解：由于 4元非齐次线性方程组Ax = b的系数矩阵A的秩为 3 ,故Ax = 0的基础解
系含 4− 3 = 1个解。由解的性质知

η3 − η1 = (η2 + η3)− (η1 + η2) = (1, 0, 1, 3)′ − (1, 1, 0, 2)′ = (0,−1, 1, 1)′

是Ax = 0的非零解,可以当成基础解系。又

γ0 =
1

2
(η1 + η2) =

(
1

2
,
1

2
, 0, 1

)′

是Ax = b的特解,故Ax = b的通解为

γ = γ0 + k (η3 − η1) =

(
1

2
,
1

2
, 0, 1

)′

+ k(0,−1, 1, 1)′ (33)

式 (33)中的 k为任意常数。
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例 3.13设 αi = (ai1, ai2, · · · , ain)′ (i = 1, 2, · · · , r; r < n)是 n维实向量, α1,α2, · · · ,αr

线性无关,又已知 n维实向量 β = (b1, b2, · · · , bn)′ 是下列齐次线性方程组
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

· · · · · ·
ar1x1 + ar2x2 + · · ·+ amxn = 0

的非零解，试判断向量组 α1,α2, · · · ,αr,β的线性相关性。

解：设有一组数 k1, k2, · · · , kr, l,使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr + lβ = 0 (34)

由于 β为给定的齐次线性方程组的非零解,所以有
a11b1 + a12b2 + · · ·+ a1nbn = 0

a21b1 + a22b2 + · · ·+ a2nbn = 0

· · · · · ·
ar1b1 + ar2b2 + · · ·+ ambn = 0
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即

β′α1 = 0,β′α2 = 0, · · · ,β′αr = 0 (35)

由式 (34)可得

k1β
′α1 + k2β

′α2 + · · ·+ krβ
′αr + lβ′β = 0 (36)

由式(35)和式 (36)得 lβ′β = 0,而 β ̸= 0是 n维实向量,所以 β′β > 0,从而 l = 0,再由式
(34)有

k1α1 + k2α2 + · · ·+ krαr = 0

而 α1,α2, · · · ,αr 线性无关,从而有 k1 = k2 = · · · = kr = 0,即向量组 α1,α2, · · · ,αr,β线
性无关。
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例 3.14设 α是某一非齐次线性方程组的一个解,而 η1,η2, · · · ,ηt 是它的导出方程组的
一个基础解系。令

γ1 = α,γ2 = η1 +α, · · · ,γt+1 = ηt +α

证明：此非齐次线性方程组的任一解 γ 都可表示成

γ = u1γ1 + u2γ2 + · · ·+ ut+1γt+1 (37)

式 (37)中的 u1 + u2 + · · ·+ ut+1 = 1。

96 / 97



证明：由非齐次线性方程组与其导出组解的关系知 γ −α是导出组的解,因此存在数
l1, l2, · · · , lt,使得 γ −α = l1η1 + l2η2 + · · ·+ ltηt,推出

γ = α+ l1η1 + l2η2 + · · ·+ ltηt

= γ1 + l1η1 + l2η2 + · · ·+ ltηt

= γ1 + l1 (γ2 − γ1) + · · ·+ lt (γt+1 − γ1)

= (1− l1 − · · · − lt)γ1 + l1γ2 + · · ·+ ltγt+1

令 u1 = (1− l1 − · · · − lt) , u2 = l1, · · · , ut+1 = lt，那么

γ = u1γ1 + u2γ2 + · · ·+ ut+1γt+1, u1 + u2 + · · ·+ ut+1 = 1
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