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矩阵的基本概念

（一）矩阵的定义
由数域 P 上 s× n个数 aij(i = 1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · , n)按一定次序排成的 s行 n列

的矩形数表 
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn


称为数域 P 上的 s× n矩阵,记为A = (aij)sn , aij 称为矩阵A的第 i行第 j 列元素。当
s = n时,称A为 n级方阵,记为A = (aij)nn 。

（二）矩阵的相等
设A = (aij)mn ,B = (bij)lk,如果m = l, n = k且 aij = bij 对

i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , n都成立,我们就说A = B,即两个矩阵完全相同。
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（三）特殊矩阵

（1）零矩阵：元素全为 0的 s× n矩阵称为零矩阵,记为 Osn,简记 O。

（2）负矩阵：对于矩阵A = (aij)sn,称矩阵
−a11 −a12 · · · −a1n
−a21 −a22 · · · −a2n
...

...
...

−as1 −as2 · · · −asn


为A的负矩阵,记为 −A。

（3）单位矩阵：主对角线上的元素全是 1 ,其余元素全是 0的方阵称为单位矩阵,记为
E, n× n单位矩阵也记为 En 。

（4）对角矩阵：主对角线之外的元素全为 0的方阵称为对角矩阵。
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（5）数量矩阵：主对角线上元素完全相同的对角矩阵称为数量矩阵,即 kE，（k是一个
数）。

（6）上、下三角矩阵: 主对角线下方元素全为 0的方阵称为上三角矩阵,主对角线上方
元素全为 0的方阵称为下三角矩阵。

（7）对称矩阵：满足 aij = aji(i, j = 1, 2, · · · , n),即A′ = A的 n级方阵A = (aij)nn称
为对称矩阵。

（8）反对称矩阵：满足 aij = −aji(i, j = 1, 2, · · · , n),即A′ = −A的 n级方阵
A = (aij)nn 称为反对称矩阵。

（9）幂等矩阵：满足A2 = A的 n级方阵A称为幂等矩阵。

（10）幂零矩阵：对于 n级方阵A,若存在正整数m,使得Am = O,则称A为幂零矩阵。

（11）对合矩阵：满足A2 = En 的 n级方阵A称为对合矩阵。

6 / 102



内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



矩阵的加法

1. 矩阵加法的定义

设有数域 P 上的两个 s× n矩阵

A = (aij)sn =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn

 ,

B = (bij)sn =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
...

bs1 bs2 · · · bsn


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则矩阵

C = (cij)sn = (aij + bij)sn =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

...

as1 + bs1 as2 + bs2 · · · asn + bsn


称为A与B 的和,记为A+B 。

注：矩阵的加法就是矩阵对应元素的相加,因此,相加的矩阵必须要有相同的行数和列
数（同型）。
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2. 矩阵加法的运算规律

A+B = B +A

(A+B) +C = A+ (B +C)

A+O = A

A+ (−A) = O

3. 和矩阵的秩
r(A+B) ⩽ r(A) + r(B)
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数量乘法

1. 数量乘法的定义

设A = (aij)sn 是数域 P 上的一个 s× n矩阵, k ∈ P 。称 s× n矩阵


ka11 ka12 · · · ka1n
ka21 ka22 · · · ka2n
...

...
...

kas1 kas2 · · · kasn


为矩阵A与数 k的数量乘积,记为 kA。也就是说,用数 k乘以矩阵A就是把矩阵A

的每个元素都乘以数 k。
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2. 数量乘法的运算规律

设A,B 都是数域 P 上的 s× n矩阵, k, l ∈ P ,那么

(k + l)A = kA+ lA

k(A+B) = kA+ kB

k(lA) = (kl)A

1A = A

3. 数量乘积的秩

设A是数域 P 上的 s× n矩阵, k ∈ P 且 k ̸= 0，那么

r(kA) = r(A)
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矩阵的乘法

1. 矩阵乘法的定义

设A = (aik)sn ,B = (bkj)nm,那么矩阵

C =


c11 c12 · · · c1m
c21 c22 · · · c2m
...

...
...

cs1 cs2 · · · csm

 (1)

式(1)中的 cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
∑n

k=1 aikbkj , i = 1, 2, · · · , s; j = 1, 2, · · · ,m,
称为A与B 的乘积,记为 C = AB 。

2. 矩阵乘法的运算法则

矩阵A和B 的乘积 C 的第 i行第 j 列的元素等于A的第 i行与B 的第 j 列的对应元
素的乘积之和。因此,我们要求A的列数与B 的行数相等。
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3. 矩阵乘法的运算规律

（1）对任意矩阵A = (aij)sn,有 EsA = AEn = A。

（2）结合律: (AB)C = A(BC)。

（3）交换律: 不成立，即一般来说，AB ̸= BA。

从而一般地,

(AB)k ̸= AkBk (2)
(A+B)2 ̸= A2 + 2AB +B2 (3)

(A+B)(A−B) ̸= A2 −B2 (4)
(A+B)n ̸= An + C1

nA
n−1B + · · ·+ Cn−1

n ABn−1 +Bn (5)
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（4）消去律: 不成立。即

• 当AB = O时,未必有A = O或者B = O成立;
• 当AB = AC 且A ̸= O时，未必有B = C 成立;
• 当BA = CA且A ̸= O时，未必有B = C 成立。

注：如果A是可逆矩阵,那么

• 若AB = O或BA = O,则B = O;
• 若AB = AC 或BA = CA,则B = C 。

（5）分配律:

• 第一分配律: A(B +C) = AB +AC 。
• 第二分配律: (A+B)C = AC +BC 。
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4. 方阵的方幂

（1）方阵方幂的定义

对于 n级方阵A及正整数 k,Ak 就是 k个A连乘。

（2）方阵方幂的性质

设A是一个 n级方阵, k, l是任意正整数,那么

AkAl = Ak+l(
Ak
)l

= Akl
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方阵的多项式

1. 定义
设A是数域 P 上的任一 n级方阵, f(x)是 P [x]中任一多项式,设

f(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0,那么

f(A) = amAm + am−1A
m−1 + · · ·+ a1A+ a0En

称为方阵A的一个多项式。

2. 性质
设A是数域 P 上的任一 n级方阵, f(x), g(x) ∈ P [x],设

h(x) = f(x) + g(x), r(x) = f(x)g(x)

则有
h(A) = f(A) + g(A)

r(A) = f(A)g(A) = g(A)f(A)
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矩阵的转置

1. 矩阵转置的定义

设矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn


称矩阵 

a11 a21 · · · as1
a12 a22 · · · as2
...

...
...

a1n a2n · · · asn


为矩阵A的转置,记为A′ 。
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2. 矩阵转置的运算规律

（1）(A′)
′
= A;

（2）(A+B)′ = A′ +B′;

（3）(AB)′ = B′A′;

（4）(kA)′ = kA′ 。

3. 矩阵转置的秩

（1）r (A′) = r(A);

（2）r (AA′) = r (A′A) = r(A)（A为实矩阵）。
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（一）乘积矩阵的行列式

（1）设A,B 是两个 n级方阵，则

|AB| = |A||B|

（2）设A1,A2, · · · ,Am 都是 n级方阵,则

|A1A2 · · ·Am| = |A1| |A2| · · · |Am|
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（二）非退化矩阵

1. 非退化矩阵的定义

n级方阵A称为非退化的,如果 |A| ̸= 0；否则称为退化的。

2. 非退化矩阵的判定

（1）设A为 n级方阵,那么下列条件等价:

• A非退化;
• r(A) = n;
• A′ 非退化;
• A∗(n ⩾ 2)非退化。

（2）设A,B 是两个 n级方阵,则AB 非退化当且仅当A,B 均非退化。

注：（2）的等价命题为AB 退化当且仅当A,B 之中至少有一个是退化的。
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（三）乘积矩阵的秩

（1）设A是 n×m矩阵, B 是m× s矩阵,则

r(AB) ⩽ min(r(A), r(B))

注：

（1）可推广为
r (A1A2 · · ·Am) ⩽ min

1⩽j⩽m
(r (Aj))

（2）Sylvester（西尔维斯特不等式）：设A是 n×m矩阵，B 是m× s矩阵,那么

r(AB) ⩾ r(A) + r(B)−m
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子矩阵

（一）子矩阵的定义

设A是m× n矩阵,在A中任取 s(1 ⩽ s ⩽ m)行 l(1 ⩽ l ⩽ n)列,位于这 s行 l列交点
处的 s× l个元素按原来的次序做成的 s× l矩阵称为A的一个子矩阵。

（二）子矩阵的性质

设B 是矩阵A的任一子矩阵, 则

r(B) ⩽ r(A)

这是因为B 的任一子式都是A的子式,又矩阵的秩等于其非零子式的最大级数。
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1. 可逆矩阵的定义

n级方阵A称为可逆的,如果存在 n级方阵B,使得

AB = BA = En (6)

适合式(6)的矩阵B 是唯一的,称B 为A的逆矩阵,记为A−1 。

注：可逆矩阵又称为非退化矩阵、非奇异矩阵、满秩矩阵。
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2. 伴随矩阵

1）定义: 设Aij(i, j = 1, 2, · · · , n)为矩阵

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


中元素 aij 的代数余子式（即A的行列式 |A|中元素 aij 的代数余子式）,则将矩阵

A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
...

...

A1n A2n · · · Ann


称为A的伴随矩阵,记为A∗ 。
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2）性质: 设A是 n级方阵,则

AA∗ = A∗A = |A|En
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可逆矩阵

1. 可逆矩阵的判定

设A是 n级方阵。

（1）A可逆当且仅当A非退化 (|A| ̸= 0),且此时A−1 = 1
|A|A

∗ 。

（2）A可逆当且仅当存在 n级方阵B,使得AB = En 或BA = En 成立,此时A与B

互为逆矩阵。

（3）A可逆当且仅当 r(A) = n（即A是满秩矩阵）。

2. 可逆矩阵的性质

（1）设A,B 都是 n级方阵,如果AB = En,那么必有BA = En,反之亦然,此时A与
B 都是可逆矩阵,且它们互为逆矩阵。

（2）如果 n级方阵A,B都可逆,那么A′,Ak（k是任一正整数）,A∗和AB也可逆,且
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• (A′)
−1

=
(
A−1

)′
•
(
Ak
)−1

=
(
A−1

)k
• (A∗)

−1
= 1

|A|A

• (AB)−1 = B−1A−1

注：设A1,A2, · · · ,Ak 都是 n级可逆矩阵,那么A1A2 · · ·Ak 是可逆矩阵,且

(A1A2 · · ·Ak)
−1

= A−1
k A−1

k−1 · · ·A
−1
1

（3）设A是 s× n矩阵,如果 P 是 s× s可逆矩阵, Q是 n× n可逆矩阵,那么

r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ)
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（一）初等矩阵的定义及类型

1. 初等矩阵的定义

单位矩阵经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。

2. 初等矩阵的三种类型

（1）互换单位矩阵的 i, j 两行（列）位置,得到第一种初等矩阵:

P (i, j) =



1
. . .

0 1
. . .

1 0
. . .

1


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（2）以数 k ̸= 0乘单位矩阵的第 i行 (列),得到第二种初等矩阵:

P (i(k)) =



1
. . .

1

k

1
. . .

1


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（3）把单位矩阵的第 j 行的 c倍加到第 i行或第 i列的 c倍加到第 j 列,得到第三种初等
矩阵:

P (i, j(c)) =



1
. . .

1 · · · c
. . .

...

1
. . .

1


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（二）初等矩阵的性质

（1）初等矩阵均为可逆矩阵,这是因为

|P (i, j)| = −1 ̸= 0, |P (i(k))| = k ̸= 0, |P (i, j(c))| = 1 ̸= 0

（2）初等矩阵的逆矩阵与其是同种类型的初等矩阵,即

• P (i, j)−1 = P (i, j);
• P (i(k))−1 = P

(
i
(
1
k

))
;

• P (i, j(c))−1 = P (i, j(−c))。

对一个 s× n矩阵左乘一个 s× s初等矩阵就相当于对它做相应的初等行变换,对其右乘
一个 n× n初等矩阵相当于对它做相应的初等列变换。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



分块矩阵

（一）分块矩阵的概念

被横线和纵线分成若干小块的矩阵称为分块矩阵。

(二)分块矩阵的运算

对矩阵的恰当分块,有利于矩阵的运算。

1. 加法

将矩阵A = (aij)mn ,B = (bij)mn 做相同的分块:

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

...

Ap1 Ap2 · · · Apq

 , B =


B11 B12 · · · B1q

B21 B22 · · · B2q

...
...

...

Bp1 Bp2 · · · Bpq


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即A中的Aij 与B 中的Bij(i = 1, 2, · · · , p; j = 1, 2, · · · , q)行数和列数都相同,则

A+B =


A11 +B11 A12 +B12 · · · A1q +B1q

A21 +B21 A22 +B22 · · · A2q +B2q

...
...

...

Ap1 +Bp1 Ap2 +Bp2 · · · Apq +Bpq


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2. 数量乘法

对于矩阵A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

...

Ap1 Ap2 · · · Apq

和 k ∈ P ,有

kA =


kA11 kA12 · · · kA1q

kA21 kA22 · · · kA2q

...
...

...

kAp1 kAp2 · · · kApq


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3. 乘法

将A = (aij)sn ,B = (bij)nm 分块为

A =


A11 A12 · · · A1l

A21 A22 · · · A2l

...
...

...

At1 At2 · · · All

 , B =


B11 B12 · · · B1r

B21 B22 · · · B2r

...
...

...

Bl1 Bl2 · · · Blr


即A中的Aij 是 si × nj 矩阵 (i = 1, 2, · · · , t; j = 1, 2, · · · , l), B 中的Bjk 是 nj ×mk 矩阵
(j = 1, 2, · · · , l; k = 1, 2, · · · , r),也就是说矩阵A的列的分割方法与矩阵B 的行的分割方法
完全相同,则分块矩阵的乘法可按普通矩阵乘法的法则进行运算:

C = AB =


∑l

k=1 A1kBk1

∑l
k=1 A1kBk2 · · ·

∑l
k=1 A1kBkr∑l

k=1 A2kBk1

∑l
k=1 A2kBk2 · · ·

∑l
k=1 A2kBkr

...
...

...∑l
k=1 AlkBk1

∑l
k=1 AlkBk2 · · ·

∑l
k=1 AlkBkr


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4. 转置

设矩阵

A =


A11 A12 · · · A1q

A21 A22 · · · A2q

...
...

...

Ap1 Ap2 · · · Apq


则

A′ =


A′

11 A′
21 · · · A′

p1

A′
12 A′

22 · · · A′
p2

...
...

...

A′
1q A′

2q · · · A′
pq


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常见的矩阵分块方法

（1）AB = A( B1 B2 · · · Bm ) = ( AB1 AB2 · · · ABm )（矩阵B 按列
分块）

（2）AB =


A1

A2

...

As

B =


A1B

A2B
...

AsB

（矩阵A按行分块）

（3）AB =


A1

A2

...

As

 (B1,B2, · · · ,Bm) =


A1B1 A1B2 · · · A1Bm

A2B1 A2B2 · · · A2Bm

...
...

...

AsB1 AsB2 · · · AsBm

（矩阵
A按行分块，B 按列分块）
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（4）AB =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

as1 as2 · · · asn




B1

B2

...

Bn

 =


∑n

j=1 a1jBj∑n
j=1 a2jBj

...∑n
j=1 asjBj


（矩阵B 按行分块）

（5）AB =
(
A1 A2 · · · An

)


b11 b12 · · · b1m
b21 b22 · · · b2m
...

...
...

bn1 bn2 · · · bnm

 =

(∑n
i=1 bi1Ai,

∑n
i=1 bi2Ai, · · · ,

∑n
j=1 bimAi

)
（矩阵A按列分块）

44 / 102



准对角矩阵及其运算

（1）形如


A1

A2

. . .

Al

 (Ai 为 ni × ni 矩阵 (i = 1, 2, · · · , l))的矩阵称为准

对角矩阵。

（2）准对角矩阵的运算：设

A =


A1

A2

. . .

Al

 , B =


B1

B2

. . .

Bl

 ,

A 中的 Ai 和 B 中的 Bi 为同级方阵 (i = 1, 2, · · · , l),则
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A+B =


A1 +B1

A2 +B2

. . .

Al +Bl

 ,

AB =


A1B1

A2B2

. . .

AlBl



Ak =


Ak

1

Ak
2

. . .

Ak
l


|A| = |A1| |A2| · · · |Al|

46 / 102



（k是正整数）,而且当Ai(i = 1, 2, · · · , l)均可逆时, A也可逆,且有

A−1 =


A−1

1

A−1
2

. . .

A−1
l



（五）四分块矩阵

形如
(

A B

C D

)
的分块矩阵称为四分块矩阵，这是最简单也是最常见的分块矩阵。

1. 四分块三角矩阵

（1）形如
(

A B

O D

)
与
(

A O

C D

)
的四分块矩阵称为四分块上三角矩阵与四分块下

三角矩阵。
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（2）
∣∣∣∣ A B

O D

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ A O

C D

∣∣∣∣ = |A||D|,其中A,D为方阵。

（3）当A,D均可逆时,
(

A B

O D

)
和
(

A O

C D

)
也都可逆,且

(
A B

O D

)−1

=

(
A−1 −A−1BD−1

O D−1

)
,(

A O

C D

)−1

=

(
A−1 O

−D−1CA−1 D−1

)
注：（1）在四分块三角矩阵中,主对角线上的矩阵块都是方阵。

（2）形如
(

O A

D B

)
和
(

C A

D O

)
的四分块矩阵称为四分块次三角矩阵,次对角线

上的矩阵A,D是方阵,由拉普拉斯定理容易计算这种矩阵的行列式,且当A,D均可逆时,(
O A

D B

)
和
(

C A

D O

)
也都可逆,而且容易求出它们的逆矩阵。
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四分块初等矩阵

四分块初等矩阵的定义

将四分块单位矩阵 Em+n =

(
Em O

O En

)
经一次初等变换得到的分块矩阵称为四分

块初等矩阵。

四分块初等矩阵的类型

将
(

Em O

O En

)
的两行互换得到

(
O En

Em O

)
,两列互换得到

(
O Em

En O

)
。

将
(

Em O

O En

)
的第一行左乘（或第一列右乘）m级可逆矩阵 P 得到

(
P O

O E

)
;

将
(

Em O

O En

)
的第二行左乘（或第二列右乘）n级可逆矩阵Q得到

(
Em O

O Q

)
。
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将
(

Em O

O En

)
的第一行左乘 n×m矩阵 C 加到第二行（或第二列右乘 n×m矩阵

C 加到第一列)得到
(

Em O

C En

)
;

将
(

Em O

O En

)
第二行左乘m× n矩阵D加到第一行（或第一列右乘m× n矩阵D

加到第二列）得到
(

Em D

O En

)
。
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四分块初等矩阵的性质

（1）四分块初等矩阵都是可逆矩阵,而且它们的逆矩阵是与其同类型的四分块初等矩阵。
例如: (

O En

Em O

)−1

=

(
O Em

En O

)

(
P O

O En

)−1

=

(
P−1 O

O En

)

(
Em C

O En

)−1

=

(
Em −C

O En

)
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（2）对一个四分块矩阵左乘一个四分块初等矩阵就相当于对它做相应的初等行变换,对
其右乘一个四分块初等矩阵相当于对它做相应的初等列变换。例如:(

O En

Em O

)(
A B

C D

)
=

(
C D

A B

)

(
P O

O En

)(
A B

C D

)
=

(
PA PB

C D

)
(

Em G

O En

)(
A B

C D

)
=

(
A+GC B +GD

C D

)
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四分块矩阵的秩

r

(
A O

O B

)
= r(A) + r(B),

r

(
O A

B O

)
= r(A) + r(B)

r

(
A B

O D

)
⩾ r(A) + r(D)

r

(
A O

C D

)
⩾ r(A) + r(D)
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



（一）矩阵等价与矩阵的标准形

1）矩阵等价的定义
若矩阵A可经过一系列初等变换成为矩阵B,则称矩阵A与B 等价。
2）矩阵等价的性质
性质 1（反身性）对任意矩阵A,都有A与A等价。
性质 2（对称性）若A与B 等价,则B 与A等价。
性质 3（传递性）若A与B 等价,且B 与 C 等价,则A与 C 等价。
3）矩阵等价的判定
（1）两个 s× n矩阵等价的充分必要条件是它们有相同的秩。
（2）s× n矩阵C 与B等价的充分必要条件是存在 s级可逆矩阵 P 和 n级可逆矩阵Q,

使得 PAQ = B 。

秩为 r的 s× n矩阵A等价于 s× n矩阵
(

E O

O O

)
,这个分块矩阵称为A的等价标

准形,简称标准形。
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（二）行（列）满秩矩阵

设A是m× n矩阵,若 r(A) = m,则称A是行满秩矩阵;若 r(A) = n,则称A是列满
秩矩阵。

1）行满秩矩阵的性质

如果m× n矩阵A是行满秩矩阵,即 r(A) = m,那么存在 n级可逆矩阵Q,使得
AQ = (Em,O),即行满秩矩阵可经一系列初等列变换化为标准形。

2）列满秩矩阵的性质

（1）如果m× n矩阵A是列满秩矩阵,即 r(A) = n,那么存在m级可逆矩阵 P ,使得

PA =

(
En

O

)
,即列满秩矩阵可经一系列初等行变换化为标准形。

（2）如果m× n矩阵A是列满秩实矩阵,那么A′A是正定矩阵。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 1: 方阵的行列式

例 4.1设A为 3级方阵, |A| = −2,把A按行分块A =

 A1

A2

A3

,其中Ai(i = 1, 2, 3)

为A的第 i个行向量,则

∣∣∣∣∣∣
A3 − 2A1

3A2

A1

∣∣∣∣∣∣ = ( )。

解: 计算抽象矩阵的行列式,主要利用行列式的性质和行列式的计算公式。∣∣∣∣∣ A3 − 2A1

3A2

A1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ A3

3A2

A1

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ −2A1

3A2

A1

∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣ A3

A2

A1

∣∣∣∣∣+ 0 = −3

∣∣∣∣∣ A1

A2

A3

∣∣∣∣∣ = −3|A| = 6
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例 4.2设A,B 均为 n级方阵, |A| = 2, |B| = −3,则
∣∣A−1B∗ −A∗B−1

∣∣ = ( )。

解: 当矩阵A可逆时,常利用A∗ = |A|A−1 来表示A的伴随矩阵。同理，
B∗ = |B|B−1 。

∣∣A−1B∗ −A∗B−1
∣∣ = ∣∣A−1

∣∣B ∣∣B−1−
∣∣A ∣∣A−1B−1

∣∣
=
∣∣−3A−1B−1 − 2A−1B−1

∣∣
=
∣∣−5A−1B−1

∣∣
= (−5)n

∣∣A−1
∣∣ ∣∣B−1

∣∣
=

(−5)n

|A||B|

= (−1)n−1 5
n

6
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1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形
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知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 2: 矩阵多项式

例 4.3若方阵A满足A2 −A− 2E = O,则A−1 = ( ), (A+ 2E)−1 = ( )。

解: 求A−1 就是找矩阵B,使得AB = E 或者BA = E 。

由A2−A− 2E = O得A(A−E) = 2E,即A
(
1
2 (A−E)

)
= E,故A−1 = 1

2 (A−E)。

同理,由A2 −A− 2E = O得 (A+ 2E)(A− 3E) = −4E,即

(A+ 2E)

(
−1

4
(A− 3E)

)
= E

故 (A+ 2E)−1 = 1
4 (3E −A)。
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知识点 3: 求解矩阵方程

例 4.4设A =

 1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

,且

A∗X

(
1

2
A∗
)∗

= 8A−1X +E3 (7)

求矩阵X 。

解: 这是求解矩阵方程的问题。应先将方程化简为AX = C,XB = C 或AXB = C

的形式,再通过左乘或右乘可逆矩阵求出X = A−1C,X = CB−1 或X = A−1CB−1 。

由已知可求得 |A| = 4,于是A∗ = |A|A−1 = 4A−1,进而得(
1

2
A∗
)∗

=
(
2A−1

)∗
=
∣∣2A−1

∣∣ (2A−1
)−1

= 23|A|−1 · 1
2
A = A (8)
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将式 (8)代入式(7)得

4A−1XA = 8A−1X +E3 (9)

将式(9)的左右两端左乘矩阵A得

4XA = 8X +A (10)

由式 (10)知

X =
1

4
A (A− 2E3)

−1 (11)

将A代入到式(11)得

X = −1

4

 0 1 0

0 0 1

1 0 0


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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 4: 矩阵的方幂

例 4.5已知 α = (1, 2, 3),β =
(
1, 1

2 ,
1
3

)
,设A = α′β,则An = ( )。

解: 不要先求出 3级矩阵A,而是利用矩阵乘法的结合律得

An = (α′β)
n

= (α′β) (α′β) · · · (α′β)

= α′ (βα′) · · · (βα′)β

= α′ (βα′)
n−1

β

= 3n−1 (α′β)

= 3n−1A

= 3n−1

 1 1
2

1
3

2 1 2
3

3 3
2 1


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例 4.6已知A =

 1 0 1

0 2 0

1 0 1

,求An 。

解: 方法 1归纳法。

经计算知

A2 =

 2 0 2

0 4 0

2 0 2

 = 2A

故
A3 = AA2 = 2A2 = 22A

设Ak = 2k−1A,则Ak+1 = AAk = 2kA。所以

An =

 2n−1 0 2n−1

0 2n 0

2n−1 0 2n−1


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方法 2用二项式定理进行展开。

A =

 1 0 1

0 2 0

1 0 1

 =

 1 0 1

0 0 0

1 0 1

+

 0 0 0

0 2 0

0 0 0

 = B +C (12)

B =

 1 0 1

0 0 0

1 0 1

 =

 1

0

1

( 1 0 1
)
,C =

 0 0 0

0 2 0

0 0 0

。
由BC = CB = O,以及式(12),从而有

An = (B +C)n = Bn +Cn = 2n−1B +

(
0 0 0

0 2n 0

0 0 0

)
=

(
2n−1 0 2n−1

0 2n 0

2n−1 0 2n−1

)

方法 3利用矩阵相似对角化。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 5: 初等矩阵

例 4.7计算 n级初等矩阵的乘积:

A = P (n, n− 1)P (n− 1, n− 2) · · ·P (2, 1) (13)
B = P (1, 2) · · ·P (n− 2, n− 1)P (n− 1, n) (14)

解: 直接计算乘积的办法显然是不可取的,应利用初等矩阵的性质来分析。

式 (13)可写为

A = P (n, n− 1)P (n− 1, n− 2) · · ·P (2, 1)En (15)
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式 (15)可理解为对 n级单位矩阵 En 做 n− 1次初等行变换: 先交换 En 的第 1，2两
行,接着交换第 2，3 两行 · · · · · · 最后交换第 n− 1, n两行,即

En →


0 1 0 · · · 0

1 0 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1

→


0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0

1 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · 1



→ · · · →


0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0


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所以

A =


0 1 0 · · · 0 0

0 0 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0

 =

(
O En−1

1 0

)

同理得

B =


0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 0

 =

(
O 1

En−1 O

)
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例 4.8已知A,B 均是 3级方阵,将A的第 3行的 −2倍加到第 2行得到矩阵A1,将B

的第 2列加到第 1列得到矩阵B1,又知A1B1 =

 1 1 1

0 2 2

0 0 3

,求AB 。

解: 由已知得

A1 = P (2, 3(−2))A, B1 = BP (2, 1(1)) (16)

由式(16)有

A1B1 = P (2, 3(−2))ABP (2, 1(1)) (17)
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由式(17)得

AB = P (2, 3(−2))−1A1B1P (2, 1(1))−1

= P (2, 3(2))A1B1P (2, 1(−1))

=

 1 0 0

0 1 2

0 0 1

 1 1 1

0 2 2

0 0 3

 1 0 0

−1 1 0

0 0 1


=

 0 1 1

−2 2 8

0 0 3


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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 6：分块矩阵

例 4.9设A是 n×m矩阵, B 是m× n矩阵,且m > n。若AB = En,证明：B 的列
向量组线性无关。

证明：

方法 1只需证明 r(B) = n即可。

因为B 是m× n矩阵且m > n,所以 r(B) ⩽ min(m,n) = n,再由AB = En 知
n = r (En) = r(AB) ⩽ r(B),故 r(B) = n。

方法 2用线性无关的定义。

设B =
(
B1 B2 · · · Bn

)
,又设

k1B1 + k2B2 + · · ·+ knBn = 0 (18)
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式(18)即

(
B1 B2 · · · Bn

)


k1
k2
...

kn

 = B


k1
k2
...

kn

 = 0 (19)

将式(19)左乘A,即

A
(
B1 B2 · · · Bn

)


k1
k2
...

kn

 = AB


k1
k2
...

kn

 = A0 (20)
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注意到AB = En,于是由式 (20)得
k1
k2
...

kn

 = 0 (21)

式 (21)推出 k1 = k2 = · · · = kn = 0,这说明B1,B2, · · · ,Bn 线性无关。
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例 4.10设A是 n× n矩阵, B 是 n×m矩阵,且 r(B) = n。

证明：（1）若AB = O,则A = O。（2）若AB = B,则A = En 。

证明：用行满秩矩阵的性质。因为 r(B) = n,所以B 为行满秩矩阵,于是存在m级可
逆矩阵 P ,使得

BP =
(
En O

)
(22)

（1）当AB = O时,将式 (22)两端左乘矩阵A,有

O = ABP = A (EnO) =
(
A O

)
(23)

由式 (23)知A = O。

（2）当AB = B 时,有 (A−En)B = O。由（1）知A−En = O,推出A = En 。

注：此题也可由线性方程组的解的理论证明。
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例 4.11设分块矩阵M =

(
O B

C D

)
,其中B,C 都是 n级可逆矩阵,试求M−1 。

解: 方法 1用分块乘法的初等变换。(
E O

−DB−1 E

)(
O B

C D

)
=

(
O B

C O

)
(24)

对式 (24)两端求逆得(
O B

C D

)−1(
E O

−DB−1 E

)−1

=

(
O B

C O

)−1

(25)

因M =

(
O B

C D

)
,于是由式(25)得

M−1 =

(
O C−1

B−1 O

)(
E O

−DB−1 E

)
=

(
−C−1DB−1 C−1

B−1 O

)
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方法 2用分块矩阵的初等行变换。

(
M E2n

)
=

(
O B En O

C D O En

)
→
(

O B En O

C O −DB−1 En

)
→
(

O En B−1 O

En O −C−1DB−1 C−1

)
→
(

En O −C−1DB−1 C−1

O En B−1 O

)

故M−1 =

(
−C−1DB−1 C−1

B−1 O

)
。
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方法 3用分块矩阵的乘法。设

M−1 =

(
X1 X2

X3 X4

)
(26)

式 (26)中的Xi(i = 1, 2, 3, 4)都是 n级矩阵。而

MM−1 =

(
O B

C D

)(
X1 X2

X3 X4

)
=

(
En O

O En

)
(27)
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由式(27)得 
BX3 = En

BX4 = O

CX1 +DX3 = O

CX2 +DX4 = E

(28)

由式 (28)解得

X3 = B−1, X4 = O, X1 = −C−1DB−1, X2 = C−1,

故

M−1 =

(
−C−1DB−1 C−1

B−1 O

)
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例 4.12已知A,B 均为 n级方阵,证明：∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣ = |A+B||A−B|

证明：因为(
A B

B A

)
r2+r1−→

(
A+B A+B

B A

)
−c1+c2−→

(
A+B O

B A−B

)
所以 (

E E

O E

)(
A B

B A

)(
E −E

O E

)
=

(
A+B O

B A−B

)

于是 ∣∣∣∣ E E

O E

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ E −E

O E

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ A+B O

B A−B

∣∣∣∣
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又 ∣∣∣∣ E E

O E

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ E −E

O E

∣∣∣∣ = 1

因此 ∣∣∣∣ A B

B A

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ A+B O

B A−B

∣∣∣∣ = |A+B||A−B|
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 7: 矩阵的标准形

例 4.13已知A,B 都是 n级方阵,且 r(A) + r(B) ⩽ n,证明: 存在 n级可逆矩阵M ,使
得AMB = O。

证明: 设矩阵A,B 的秩分别为 r, s,则存在 n级可逆矩阵 P1,Q1,P2,Q2,使得

P1AQ1 =



1
. . .

1

0
. . .

0


�r个1�,
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P2BQ2 =



0
. . .

0

1
. . .

1


(s个1)

因为 r + s ⩽ n,所以 P1AQ1P2BQ2 = O,从而AQ1P2B = O。

令M = Q1P2 即得证。
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例 4.14（Sylvester西尔维斯特不等式）设A是 s× n矩阵, B 是 n×m矩阵。证明:
r(AB) ⩾ r(A)+ r(B)− n。

证明：利用矩阵的标准形。设 r(A) = r,则存在 s级可逆矩阵 P 和 n级可逆矩阵Q,使

得 PAQ =

(
Er O

O O

)
。

记Q−1B =

(
Brm

B(n−r)m

)
,则

PAB = PAQ ·Q−1B =

(
Er O

O O

)(
Brm

B(n−r)m

)
=

(
Brm

O

)

所以 r(AB) = r(PAB) = r

(
Brm

O

)
= r (Brm)

因
(

Brm

B(n−r)m

)
=

(
Brm

O

)
+

(
O

B(n−r)m

)
,故有
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r(B) = r
(
Q−1B

)
= r

(
Brm

B(n−r)m

)
= r

((
Brm

O

)
+

(
O

B(n−r)m

))
⩽ r

(
Brm

O

)
+ r

(
O

B(n−r)m

)
= r (Brm) + r

(
B(n−r)m

)
⩽ r(AB) + (n− r)

= r(AB) + n− r(A)

即
r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



知识点 8: 矩阵的秩

例 4.15证明：r(A+B) ⩽ r(A) + r(B)。

证明：由于 (
A O

O B

)
→
(

A B

O B

)
→
(

A A+B

O B

)

而A+B 是
(

A A+B

O B

)
的子矩阵,因此

r(A) + r(B) = r

(
A O

O B

)
= r

(
A A+B

O B

)
⩾ r(A+B)
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例 4.16设A是 s× n矩阵, B 是 n×m矩阵,且AB = O。证明: r(A) + r(B) ⩽ n。

证明：方法 1线性方程组法。

将矩阵B 按列向量分块: B = (B1B2 · · ·Bm),则

AB = A
(
B1 B2 · · · Bm

)
=
(
AB1 AB2 · · · ABm

)
= O

于是AB = O(i = 1, 2, · · · ,m)。也就是说,矩阵B 的列向量均为齐次线性方程组
Ax = 0的解,从而 r(B) ⩽ n− r(A),即 r(A) + r(B) ⩽ n。
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方法 2分块矩阵初等变换法。

注意到 r(A) + r(B) = r

(
A O

O B

)
,而 n = r

(
En O

O O

)
,所以考虑矩阵(

A O

En B

)
:

(
A O

En B

)
→
(

O −AB

En B

)
→
(

O −AB

En O

)
=

(
O O

En O

)
→
(

En O

O O

)
故

n = r

(
En O

O O

)
= r

(
A O

En B

)
⩾ r(A) + r(B)
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例 4.17设A是 n级方阵,证明：（1）若A2 = A,则 r(A) + r(E −A) = n。

（2）若A2 = E,则 r(A+E) + r(A−E) = n。

证明:

（1）由A2 = A推出A(E −A) = O,再由例 4.16知 r(A) + r(E −A) ⩽ n。

又由例 4.15知 r(A) + r(E −A) ⩾ r(A+E −A) = r(E) = n,因此
r(A) + r(E −A) = n。

（2）同理可证。
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例 4.18 (北京大学, 2005年）设A是 n级方阵,证明: 若A3 = E,则 r(E −A)+

r
(
E +A+A2

)
= n。

证明：方法 1由 A3 = E 有A可逆，(E −A)
(
E +A+A2

)
= O。再由例 4.16知

r(E −A) + r
(
E +A+A2

)
⩽ n。另一方面,

r(E −A) + r
(
E +A+A2

)
= r(−E +A) + r

(
E +A+A2

)
⩾r
(
−E +A+E +A+A2

)
= r

(
2A+A2

)
= r(2E +A)（因A可逆）

又
(2E +A)(2E −A)A = 4A−A3 = 4A−E = −1

2
(2E +A) +

9

2
A

故 (2E +A)
(
1
2E + 2A−A2

)
= 9

2A,因此 2E +A可逆，即 r(2E +A) = n。因此
r(E −A) + r

(
E +A+A2

)
⩾ n。

综上，r(E −A) + r
(
E +A+A2

)
= n。
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方法 2由A3 = E ⇒ E −A3 = (E −A)
(
E +A+A2

)
= O,所以考虑多项式

f(x) = 1− x3 = (1− x)
(
1 + x+ x2

)
因为

(
1− x, 1 + x+ x2

)
= 1,又 (E −A)

(
E +A+A2

)
= O，所以若设W1，W2 分别是

齐次线性方程组
(
E +A+A2

)
x = 0与 (E −A)x = 0的解空间，那么 Cn = W1 ⊕W2，

事实上，因为所以存在多项式 u(x), v(x)，使得
(
1− x, 1 + x+ x2

)
= 1,

1 = u(x)(1− x) + v(x)
(
1 + x+ x2

)
(29)

由式(29)推出

E = u(A)(E −A) + v(A)
(
E +A+A2

)
(30)

于是，由式 (30),任取 α ∈ Cn，有
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α = u(A)(E −A)α+ v(A)
(
E +A+A2

)
α

而 (
E +A+A2

)
(u(A)(E −A)α) = u(A)

(
(E −A)

(
E +A+A2

))
α = 0 (31)

(E −A)
(
v(A)

(
E +A+A2

)
α
)
=
(
(E −A)

(
E +A+A2

))
v(A)α = 0 (32)

由式 (31)知 u(A)(E −A)α ∈ W1，由式 (32)知 v(A)
(
E +A+A2

)
α ∈ W2，因此

Cn = W1 +W2。又任取 β ∈ W1 ∩W2，有 β = u(A)(E −A)β + v(A)
(
E +A+A2

)
β，

且
(
E +A+A2

)
β = 0，(E −A)β = 0,所以 β = 0,因此 Cn = W1 ⊕W2，推出

n = dimCn = dimW1 + dimW2 = (n− r(E −A)) +
(
n− r

(
E +A+A2

))
因此 r(E −A) + r

(
E +A+A2

)
= n。
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例 4.19（Sylvester不等式）设A是 s× n矩阵, B 是 n×m矩阵。使用不同于例 4.14

的方法证明：r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n。

证明：利用分块矩阵初等变换法。将 r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n变形为
r(AB) + n ⩾ r(A) + r(B),注意到

r(AB) + n = r

(
AB O

O En

)
, r(A) + r(B) = r

(
A O

O B

)
,

(
AB O

O En

)
→
(

AB A

O En

)
→
(

O A

−B En

)
→
(

A O

En −B

)
→
(

A O
En B

)

所以 r(AB) + n = r

(
AB O

O En

)
= r

(
A O

En B

)
⩾ r

(
A O

O B

)
= r(A) + r(B)。因

此 r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、矩阵的基本概念

二、矩阵的运算

三、矩阵乘积的行列式与秩

四、子矩阵

五、可逆矩阵

六、初等矩阵

七、分块矩阵

八、矩阵等价与矩阵的标准形

2 典型例题

知识点 1: 方阵的行列式

知识点 2: 矩阵多项式

知识点 3: 求解矩阵方程

知识点 4: 矩阵的方幂

知识点 5: 初等矩阵

知识点 6: 分块矩阵

知识点 7: 矩阵的标准形

知识点 8: 矩阵的秩

知识点 9: 矩阵分解



例 4.20（1）设 s× n矩阵A的秩为 r,证明：存在 s× r列满秩矩阵G和 r× n行满秩
矩阵 T ,使得A = GT 。

（2）设有 n× r列满秩矩阵A,证明：存在 r × n行满秩矩阵B,使得BA = Er 。

证明：（1）由于 r(A) = r,故存在 s级可逆矩阵 P 和 n级可逆矩阵Q,使得

PAQ =

(
Er O

O O

)
,则

A = P−1

(
Er O

O O

)
Q−1 = P−1

(
Er

O

)(
Er O

)
Q−1 = GT ,

其中G = P−1

(
Er

O

)
为列满秩矩阵, T = (Er O)Q−1 为行满秩阵。
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（2）因为A是列满秩矩阵,所以存在 n级可逆矩阵 P ,使得

PA =

(
Er

O

)
又 (

Er O
) (

PA) =
(
(Er O

)
P
)
A =

(
Er O

)( Er

O

)
= Er

所以
B =

(
Er O

)
P
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