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二次型的定义

设 P 是一个数域,一个系数在数域 P 中的关于文字 x1, x2, · · · , xn 的二次齐次多项式

f (x1, x2, · · · , xn) =a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn

+ a22x
2
2 + · · ·+ 2a2nx2xn + · · ·+ annx

2
n (1)

称为数域 P 上的一个 n元二次型,简称二次型, f (x1, x2, · · · , xn)简记为 f 。

注：若 P = C,就称式 (1)为复二次型;若 P = R,就称式 (1)为实二次型。
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二次型的矩阵表示

设X = (x1, x2, · · · , xn)
′
,A = (aij)nn 为对称矩阵,那么二次型(1)可以唯一地表示成

f (x1, x2, · · · , xn) = f(X) = X ′AX

称A为二次型 (1)的矩阵,即二次型(1)的矩阵为

A =


a11 a12 · · · a1n
a12 a22 · · · a2n
...

...
...

a1n a2n · · · ann



A的秩称为二次型 (1)的秩。
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注：（1）二次型 (1)的矩阵A一定是对称矩阵,且A的主对角线上第 k(k = 1, 2, · · · , n)
个元素恰为二次型 (1)中 x2

k 的系数,而 A的第 i行第 j 列元素和第 j 行第 i列元素
(i, j = 1, 2, · · · , n; i ̸= j)都等于二次型 (1)中 xixj 系数的二分之一,因此二次型和它的矩阵
是相互唯一确定的,这也给出了求二次型矩阵的方法。

（2）若B 是 n级对称矩阵,使得二次型(1) f (x1, x2, · · · , xn) = X ′AX = X ′BX ,那么
B = A。

（3）设 C = (cij)nn,如果 ckk = akk
(k = 1, 2, · · · , n), cij + cji = 2aij(i, j = 1, 2, · · · , n; i ̸= j)，那么一定有

f (x1, x2, · · · , xn) = X ′AX = X ′CX

这说明将二次型 (1)写成矩阵乘积的形式写法是不唯一的,但要注意矩阵 C 可能不是对
称矩阵,如果 C 不是对称矩阵,那么 C 就不是二次型 (1)的矩阵。
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例如: f (x1, x2, x3) = −3x2
1 + 4x2

2 − 5x2
3 − 7x1x2 + 2x1x3 + x2x3

令 X = (x1, x2, x3)
′,

A =

(
−3 − 7

2
1

− 7
2

4 1
2

1 1
2

−5

)
,B =

(
−3 −3 1

−4 4 −1

1 2 −5

)
,C =

(
−3 −2 −1

−5 4 3

3 −2 −5

)

有
f (x1, x2, x3) = X ′AX = X ′BX = X ′CX

由于A是对称矩阵, B,C 不是对称矩阵,所以只有A是 f (x1, x2, x3)的矩阵,而A的主对
角线上的第 1, 2, 3个元素分别是 f (x1, x2, x3)中 x2

1, x
2
2, x

2
3 的系数, A的第 1行第 2列元素

与第 2行第 1列元素都等于 f (x1, x2, x3)中 x1x2 系数的二分之一, A的第 1行第 3列元素
与第 3行第 1列元素都等于 f (x1, x2, x3)中 x1x3 系数的二分之一, A的第 2行第 3列元素
与第 3行第 2列元素都等于 f (x1, x2, x3)中 x2x3 系数的二分之一,利用这一点就可求出
f (x1, x2, x3)的矩阵。
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线性替换

设 x1, x2, · · · , xn; y1, y2, · · · , yn 是两组文字，系数在数域 P 中的一组关系式
x1 = c11y1 + c12y22 + · · ·+ c1nyn
x2 = c21y1 + c22y22 + · · ·+ c2nyn

· · · · · ·
xn = cn1y1 + cn2y22 + · · ·+ cnnyn

(2)

称为由 x1, x2, · · · , xn 到 y1, y2, · · · , yn 的一个线性替换,或简称线性替换。如果线性替换
式(2)的系数行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

...
...

cn1 cn2 · · · cnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0

那么线性替换式(2)就称为非退化的。
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设X = (x1, x2, · · · , xn)
′
,Y = (y1, y2, · · · , yn)′ ,C = (cij)nn,那么线性替换式 (2)就可

写成矩阵形式
X = CY

设X = CY 是非退化线性替换,那么二次型 (1)可写成

f(X) = X ′AX = Y ′ (C ′AC)Y = Y ′BY = g(Y )

其中B = C ′AC 。

这就是说非退化线性替换将二次型变成二次型，且如果A是二次型 f(X) = X ′AX 的
矩阵,那么B = C ′AC 就是二次型 g(Y ) = Y ′BY 的矩阵。

注：线性替换式 (2)也称为数域 P 上的线性替换。
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矩阵的合同

1. 矩阵合同的定义

数域 P 上 n× n矩阵A,B 称为合同的,如果有数域 P 上的 n× n可逆矩阵 C ,使得
B = C ′AC ，此时也称A,B 在数域 P 上合同。

2. 矩阵合同的性质

设A,B,C 是数域 P 上的 n× n矩阵。合同是矩阵之间的一种等价关系,它具有反身
性、对称性、传递性,即

• 性质 1 A与A合同;
• 性质 2若A与B 合同,则B 与A合同;
• 性质 3若A与B 合同,且B 与 C 合同,则A与 C 合同。

注：（1）矩阵合同与数域有关。（2）经非退化线性替换,新二次型的矩阵与原二次型的
矩阵是合同的。
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二次型的等价

（1）数域 P 上两个 n元二次型X ′AX (A′ = A)与 Y ′BY (B′ = B)，如果存在一个
非退化线性替换X = CY （C 是数域 P 上的 n× n可逆矩阵）,把X ′AX 变成 Y ′BY ,那
么称二次型X ′AX 与 Y ′BY 等价,记作X ′AX ∼= Y ′BY 。

（2）数域 P 上两个 n元二次型X ′AX (A′ = A)与 Y ′BY (B′ = B)等价当且仅当它
们的矩阵A与B 在数域 P 上合同。

（3）数域 P 上任一 n元二次型都等价于一个只含平方项的二次型。
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二次型的标准形

（1）标准形的定义: 只包含平方项的二次型

d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n (3)

称为标准形,式 (3)中 d1, d2, · · · , dn 里不等于零的数的个数等于标准形(3)的秩,标准形(3)的

矩阵为对角矩阵


d1

d2
. . .

dn

。
（2）数域 P 上任意一个二次型都可以经过数域 P 上的非退化线性替换变成标准形。

（3）数域 P 上任意一个对称矩阵在数域 P 上都合同于一个对角矩阵。
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化二次型为标准形的方法：配方法

情形 1如果二次型(1)含 xi 的平方项,就集中所有含 xi 的交叉项,然后与 x2
i 配方,按下

列公式

ax2
i + bxi = a

(
xi +

b

2a

)2

− b2

4a
(4)

配成完全平方,式 (4)中, a为二次型(1)中 x2
i 的系数, b为二次型 (1)中所有含 xi的交叉项提出

xi 后的和,之后做非退化线性替换

y1 = x1

· · · · · ·
yi−1 = xi−1

yi = xi +
b
2a

yi+1 = xi+1

· · · · · ·
yn = xn

, 即



x1 = y1
· · · · · ·

xi−1 = yi−1

xi = yi − b
2a

xi+1 = yi+1

· · · · · ·
xn = yn
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就将 n元二次型 (1)化成一个平方项加上一个关于 y1, y2, · · · , yi−1, yi+1, · · · , yn的 n− 1元二
次型。如果这个 n− 1元二次型有平方项,重复上述过程,就将其化成一个平方项加上一个
n− 2元二次型,否则转情形 2。

情形 2如果二次型(1)不含平方项,设 aij ̸= 0(i ̸= j),则可先做非退化线性替换
xi = yi + yj
xj = yi − yj
xk = yk (k = 1, 2, · · · , n; k ̸= i, j)

把 n元二次型 (1)化成一个含平方项 y2i 的二次型,再转到情形 1 ,如此下去有限步后就将二
次型 (1)用非退化线性替换化为标准形。
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化二次型为标准形的方法：合同变换法

第一步:

写出二次型(1)的矩阵A,并构造 2n× n矩阵
(

A
En

)
。

第二步:

对
(

A
En

)
施行初等列变换,并对A施行同样的初等行变换, 即合同变换,把A化为对角

矩阵D,En 化为可逆矩阵 C ,此时 C ′AC = D。

第三步:

写出非退化线性替换X = CY 化二次型为标准形 f = Y ′DY 。
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实、复二次型的规范形

1）复二次型规范形的定义

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个复二次型,经过一适当的复数域上的非退化线性替换后,
f (x1, x2, · · · , xn)变成标准形

d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dry

2
r , di ̸= 0 (i = 1, 2, · · · , r)

其中，r是 f (x1, x2, · · · , xn)的秩,再做复数域上一非退化线性替换

y1 = 1√
d1
z1

· · · · · ·
yr = 1√

dr
zr,

yr+1 = zr+1

· · · · · ·
yn = zn

(5)
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式(5)就变成

z21 + z22 + · · ·+ z2r (6)

式 (6)称为复二次型 f (x1, x2, · · · , xn)的规范形,它完全被复二次型 f (x1, x2, · · · , xn)

的秩所决定。
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2）实二次型规范形的定义

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个实二次型,经过一适当的实数域上的非退化线性替换后,可
使 f (x1, x2, · · · , xn)变成标准形

d1y
2
1 + d2y

2
2 + · · ·+ dpy

2
p − dp+1y

2
p+1 − · · · − dry

2
r (7)

式(7)中的 di > 0, i = 1, 2, · · · , r, r是 f (x1, x2, · · · , xn)的秩。再做实数域上一非退化线
性替换 

y1 = 1√
d1
z1

· · · · · ·
yr = 1√

dr
zr

yr+1 = zr+1

· · · · · ·
yn = zn
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式 (7)就变成

z21 + z22 + · · ·+ z2p − z2p+1 − · · · − z2r (8)

式 (8)称为实二次型 f (x1, x2, · · · , xn)的规范形。

规范形式 (8)完全被 r, p这两个数所决定, p, r − p与 p− (r − p) = 2p− r分别称为实二
次型 f (x1, x2, · · · , xn)的正、负惯性指数与符号差。

3）唯一性

任一复二次型,经过一适当的复数域上的非退化线性替换可以变成规范形,且规范形是
唯一的,由原复二次型的秩唯一确定;

任一实二次型,经过一适当的实数域上的非退化线性替换可以变成规范形,且规范形是
唯一的。（后者称为惯性定理。）
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复数域与实数域上的矩阵合同的充分必要条件

（1）任一复数对称矩阵合同于一个形式为
(

Er

O

)
的对角矩阵, r为该复数对称矩

阵的秩,且 r可以为零,从而有两个复数对称矩阵在复数域上合同的充分必要条件是它们的
秩相等,因此两个复二次型等价当且仅当它们的规范形相同,当且仅当它们的秩相同。

（2）任一实对称矩阵A都合同于一个下述形式的对角矩阵 Ep O O

O −Er−p O

O O O

 (9)

矩阵式(9)的主对角线上 1的个数 p及 −1的个数 r − p（r等于 A的秩）都是唯一确定的,
分别称为实对称矩阵A及实二次型X ′AX 的正、负惯性指数,它们的差 2p− r称为A及
X ′AX 的符号差。两个实对称矩阵在实数域上合同当且仅当它们有相同的秩和正惯性指数，
两个实二次型等价当且仅当它们的秩相等,而且正惯性指数也相同。
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（3）任何一个 n级可逆复对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一:

(
O Er

Er O

)
(n = 2r),

 O Er O

Er O O

O O 1

 (n = 2r + 1)

（4）任何一个 n级可逆实对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一: O Er O

Er O O

O O En−2r

 ,

 O Er O

Er O O

O O −En−2r
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正、负定二次型的定义

设 f (x1, x2, · · · , xn)是一个实二次型,如果对于任意一组不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn
都有 f (c1, c2, · · · , cn) > 0,就称 f (x1, x2, · · · , xn)为正定的；

如果都有 f (c1, c2, · · · , cn) < 0,那么 f (x1, x2, · · · , xn)称为负定的；

如果都有 f (c1, c2, · · · , cn) ⩾ 0,那么 f (x1, x2, · · · , xn)称为半正定的；

如果都有 f (c1, c2, · · · , cn) ⩽ 0,那么 f (x1, x2, · · · , xn)称为半负定的；

如果实二次型 f (x1, x2, · · · , xn)既不是半正定又不是半负定,那么它就称为不定的。

实对称矩阵A称为正定的、负定的、半正定的、半负定的,如果实二次型X ′AX 是正
定的、负定的、半正定的、半负定的。
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正定二次型（正定矩阵）的判别

设 A是 n级实对称矩阵。

(1) 实二次型 f(X) = X ′AX 是正定的当且仅当它的正惯性指数等于 n。

(2) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n 是正定的当且仅当

di > 0 (i = 1, 2, · · · , n)

(3) A是正定的当且仅当A与单位矩阵 En 在 R上合同。
(4) A是正定的当且仅当矩阵A的顺序主子式全大于零。

(5) A是正定的当且仅当有可逆实矩阵 C ,使得A = C ′C 。

(6) A是正定的当且仅当矩阵A的所有主子式全大于零。

(7) A是正定的当且仅当矩阵A的特征值全是正的。
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负定二次型（负定矩阵）的判别

实二次型 X ′AX （实对称矩阵A )是负定的当且仅当实二次型 −X ′AX （实对称矩阵
−A)是正定的。

(1) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn)是负定的当且仅当它的负惯性指数等于 n。

(2) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n 是负定的当且仅当

di < 0(i = 1, 2, · · · , n)
(3) A是负定的当且仅当A与 −En 在 R上合同。
(4) A是负定的当且仅当矩阵A的奇数级顺序主子式都小于零,偶数级顺序主子式都大于
零。

(5) A是负定的当且仅当有可逆实矩阵 C ,使得A = −C ′C 。

(6) A是负定的当且仅当矩阵A的特征值全是负的。
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半正定二次型（半正定矩阵）的判别

(1) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn)是半正定的当且仅当它的正惯性指数与秩相等。

(2) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n 是半正定的当且仅当

di ⩾ 0 (i = 1, 2, · · · , n)

(3) A是半正定的当且仅当A与矩阵
(

Er O

O O

)
在 R上合同，其中 r为矩阵A的秩。

(4) A是半正定的当且仅当有 n× n实矩阵 C ,使得A = C ′C 。

(5) A是半正定的当且仅当矩阵 A的特征值全大于等于零。
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半负定二次型（半负定矩阵）的判别

实二次型X ′AX (实对称矩阵A )是半负定的当且仅当实二次型 −X ′AX （实对称矩
阵 −A)是半正定的。

(1) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn)是半负定的当且仅当它的负惯性指数与秩相等。

(2) 实二次型 f (x1, x2, · · · , xn) = d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n 是半负定的当且仅当

di ⩽ 0 (i = 1, 2, · · · , n)

(3) A是半负定的当且仅当A与矩阵
(

−Er O

O O

)
在 R上合同,其中 r为矩阵A的秩。

(4) A是半负定的当且仅当有 n× n实矩阵 C ,使得A = −C ′C 。

(5) A是半负定的当且仅当A的特征值全小于等于零。
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半负定二次型（半负定矩阵）的判别

注：

(1) 设A为正定矩阵, k是正实数, m是正整数,则 kA,Am,A−1,A∗ 也是正定矩阵。

(2) 设A,B 为正定矩阵,则
(

A O

O B

)
也是正定矩阵。
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知识点 1: 二次型的矩阵与秩的求法

例 5.1设 f = x2
1 + 2x1x2 + 2x1x3 + 3x2

2 − x2
3,求 f 的矩阵,并求 f 的秩。

解: f 的矩阵为

A =

 1 1 1

1 3 0

1 0 −1


因为 r(A) = 3,所以二次型 f 的秩为 3。
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例 5.2设实二次型

f (x1, x2, · · · , xn) =
∑s

i=1

(∑n
j=1 aijxj

)2
=
∑s

i=1 (ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn)
2 。证明:

f (x1, x2, · · · , xn)的秩等于矩阵A = (aij)sn 的秩。

证明：令 
y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

· · · · · ·
ys = as1x1 + as2x2 + · · ·+ asnxn

有 
y1
y2
...

ys

 = A


x1

x2

...

xn
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于是

f (x1, x2, · · · , xn) =

s∑
i=1

y2i = (y1, y2, · · · , ys)


y1
y2
...

ys



= (x1, x2, · · · , xn) (A
′A)


x1

x2

...

xn


因为A′A是实对称矩阵,所以A′A为 f (x1, x2, · · · , xn)的矩阵,且 r (A′A) = r(A),于是

f (x1, x2, · · · , xn)的秩 = r (A′A) = r(A)
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

二次型及其矩阵表示

二次型的标准形与规范形

2 典型例题

知识点 1: 二次型的矩阵与秩的求法

知识点 2: 化二次型为标准形

知识点 3: 化复、实二次型为规范形

知识点 4: 正定、半正定二次型的判别

知识点 5: 矩阵合同的证明



知识点 2: 化二次型为标准形

（1）合同变换法

例 5.3求一个非退化线性替换,将 3元二次型 f = 2x1x2 + 2x1x3 − 4x2x3 化成标准形。

解: 二次型 f 的矩阵为A =

 0 1 1

1 0 −2

1 −2 0

。

(
A

E3

)
→



0 1 1

1 0 −2

1 −2 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1


r2+r1−−−−→
c2+c1



2 1 −1

1 0 −2

−1 −2 0

1 0 0

1 1 0

0 0 1
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− 1
2r1 + r2

1
2r1 + r3

−−−−−−−−−−→
− 1

2c1 + c2
1
2c1 + c3



2 0 0

0 − 1
2 − 3

2

0 − 3
2 − 1

2

1 − 1
2

1
2

1 1
2

1
2

0 0 1


−r2+r3−−−−−→
−3c2+c3



2 0 0

0 − 1
2 0

0 0 4

1 − 1
2 2

1 1
2 −1

0 0 1



设 C =

 1 − 1
2 2

1 1
2 −1

0 0 1

 ,D =

 2

− 1
2

4

,则 C 是可逆矩阵,且 C ′AC = D。

令X = CY ，即 
x1 = y1 − 1

2y2 + 2y3
x2 = y1 +

1
2y2 − y3

x3 = y3

(10)
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式 (10)是一个非退化线性替换，将其代入原二次型可得其标准形

f = X ′AX = (CY )′A(CY )

= Y ′ (C ′AC)Y

= Y ′DY

= 2y21 −
1

2
y22 + 4y23

注：当二次型的矩阵主对角线元素都为零时,不能采用换列和换行的方法将主对角线上
第一个元素化为非零元,而应该在第一步采用将其他某列和相应的行分别加到第 1列、第 1
行的方法,例如该例就是在第一步中将二次型 f 的矩阵A的第 2列加到第 1列、第 2行加
到第 1行。
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（2）配方法

例 5.4用非退化线性替换化 3元二次型 f = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + 2x2x3 + 2x2
3 为标准形。

f = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + 2x2x3 + 2x2
3︸ ︷︷ ︸

这是一个含有平方项的 3元二次型,将其按x1 进行配方

=
(
x2
1 + 2x2x1

)
+ 3x2

2 + 2x2x3 + 2x2
3

= (x1 + x2)
2︸ ︷︷ ︸

这是一个平方顼

+ 2x2
2 + 2x2x3 + 2x2

3︸ ︷︷ ︸
这是一个不含x1 的2元二次型,它有平方项，将其按x2 进行配方

= (x1 + x2)
2
+
(
2x2

2 + 2x3x2

)
+ 2x2

3

= (x1 + x2)
2
+ 2

(
x2 +

1

2
x3

)2

︸ ︷︷ ︸
这是一个平方项

+
3

2
x2
3︸︷︷︸

这是一个 1 元二次型
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由于上面依次按 x1, x2 进行配方,因此令


y1 = x1 + x2

y2 = x2 +
1
2x3

y3 = x3

, 即


x1 = y1 − y2 +

1
2y3

x2 = y2 − 1
2y3

x3 = y3

为所用的非退化线性替换,将其代入原二次型可得其标准形

f = y21 + 2y22 +
3

2
y23
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例 5.5化 3元二次型 f = 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3 为标准形,并求所用的非退化线性替换
的系数矩阵 C 。

解: 因为 f 中不含有平方项,所以令
x1 = y1 + y2
x2 = y1 − y2
x3 = y3

即  x1

x2

x3

 = C1

 y1
y2
y3

 , C1 =

 1 1 0

1 −1 0

0 0 1


代入 f 中,得

f = 2x1x2 + 2x1x3 − 6x2x3

= 2 (y1 + y2) (y1 − y2) + 2 (y1 + y2) y3 − 6 (y1 − y2) y3

= 2y21 − 2y22 − 4y1y3 + 8y2y3
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再配方

f =
(
2y21 − 4y1y3

)
− 2y22 + 8y2y3

= 2 (y1 − y3)
2
+
(
−2y22 − 2y23 + 8y2y3

)
= 2 (y1 − y3)

2
+
((
−2y22 + 8y2y3

)
− 2y23

)
= 2 (y1 − y3)

2
+
(
−2 (y2 − 2y3)

2
+ 6y23

)
= 2 (y1 − y3)

2 − 2 (y2 − 2y3)
2
+ 6y23

令


z1 = y1 − y3
z2 = y2 − 2y3
z3 = y3

,即


y1 = z1 + z3
y2 = z2 + 2z3
y3 = z3

,亦即

 y1
y2
y3

 = C2

 z1
z2
z3

 ,C2 =

 1 0 1

0 1 2

0 0 1

 ,

则二次型 f 化成标准形 f = 2z21 − 2z22 + 6z23 ,所用的非退化线性替换的系数矩阵为

C = C1C2 =

 1 1 0

1 −1 0

0 0 1

 1 0 1

0 1 2

0 0 1

 =

 1 1 3

1 −1 −1

0 0 1
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

二次型及其矩阵表示

二次型的标准形与规范形

2 典型例题

知识点 1: 二次型的矩阵与秩的求法

知识点 2: 化二次型为标准形

知识点 3: 化复、实二次型为规范形

知识点 4: 正定、半正定二次型的判别

知识点 5: 矩阵合同的证明



知识点 3: 化复、实二次型为规范形

例 5.6化 3元复二次型 f = 2x1
2 + 4x1x2 + x2

2 + 3x3
2 为规范形。

解: 由
f =

(
2x2

1 + 4x1x2

)
+ x2

2 + 3x3
2

= 2 (x1 + x2)
2 − x2

2 + 3x3
2

=
(√

2 (x1 + x2)
)2

+ (ix2)
2
+
(√

3x3

)2
令 

y1 =
√
2(x1 + x2)

y2 = ix2

y3 =
√
3x3

,即


x1 = 1√

2
y1 + iy2

x2 = −iy2
x3 = 1√

3
y3

则 f = y21 + y22 + y23 为规范形。
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例 5.7化 3元实二次型 f = 2x1
2 +4x1x2 + x2

2 +3x2
3为规范形,并求其正、负惯性指数。

解: 由
f =

(
2x2

1 + 4x1x2

)
+ x2

2 + 3x2
2

= 2 (x1 + x2)
2 − x2

2 + 3x2
3

=
(√

2 (x1 + x2)
)2

− x2
2 +

(√
3x3

)2

令


y1 =

√
2 (x1 + x2)

y2 =
√
3x3

y3 = x2

,即


x1 = 1√

2
y1 − y3

x2 = y3
x3 = 1√

3
y2

则
f = y21 + y22 − y23

为规范形,且正惯性指数 p = 2,负惯性指数 q = 1。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

二次型及其矩阵表示

二次型的标准形与规范形

2 典型例题

知识点 1: 二次型的矩阵与秩的求法

知识点 2: 化二次型为标准形

知识点 3: 化复、实二次型为规范形

知识点 4: 正定、半正定二次型的判别

知识点 5: 矩阵合同的证明



知识点 4: 正定、半正定二次型的判别

例 5.8设实矩阵A = (aij)mn 且 r(A) = n,证明: A′A为正定矩阵。

证明: 先证明A′A为实对称矩阵。事实上因 (A′A)
′
= A′A,又A是实矩阵,所以A′A

是 n级实对称矩阵。令X = (x1, x2, · · · , xn)
′
, n元实二次型

f (x1, x2, · · · , xn) = X ′A′AX = (AX)′(AX)

任取不全为零的实数 c1, c2, · · · , cn,令Xc = (c1, c2, · · · , cn)′ , AXc = (b1, b2, · · · , bn)′,则
AXc ∈ Rn,而实矩阵A是m× n矩阵且 r(A) = n,所以齐次线性方程组Ax = 0只有零解,
因此AXc = (b1, b2, · · · , bn)′ ̸= (0, 0, · · · , 0)′,故

f (c1, c2, · · · , cn) = X ′
cA

′AXc = (AXc)
′
(AXc) = b21 + b22 + · · ·+ b2n > 0

所以 f (x1, x2, · · · , xn) = (AX)′(AX) = X ′ (A′A)X 是正定二次型,故A′A为正定矩阵。
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例 5.9判别 3元实二次型 f = −5x2 − 6y2 − 4z2 + 4xy + 4xz 的正定性。

解: 二次型 f 的矩阵A =

 −5 2 2

2 −6 0

2 0 −4

,其一级顺序主子式 a11 = −5 < 0,二级顺

序主子式
∣∣∣∣ −5 2

2 −6

∣∣∣∣ = 30− 4 = 26 > 0,三级顺序主子式

|A| =

∣∣∣∣∣∣
−5 2 2

2 −6 0

2 0 −4

∣∣∣∣∣∣ = −80 < 0,可知A不是正定矩阵,因此 f 不是正定二次型。
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例 5.10当 λ为何值时, 3元实二次型 f = x2
1 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2

2 + 6x2x3 + λx2
3 为正

定二次型。

解: f 的矩阵A =

 1 1 2

1 2 3

2 3 λ

 , f 正定当且仅当A的顺序主子式皆大于零,即

|a11| = |1| = 1 > 0,

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 1

1 2

∣∣∣∣ = 1 > 0,

|A| =

∣∣∣∣∣∣
1 1 2

1 2 3

2 3 λ

∣∣∣∣∣∣ > 0

得 λ− 5 > 0,即 λ > 5。故当 λ > 5时, f 为正定二次型。
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例 5.11设
(

A B

B′ D

)
为正定矩阵,其中A为m级实方阵, D为 n级实方阵, B 为

m× n实矩阵。证明: A,D与D −B′A−1B 是正定矩阵。

证明: 设G =

(
A B

B′ D

)
,因为G正定,所以G是实对称矩阵,于是(

A′ B

B′ D′

)
=

(
A B

B′ D

)
,因此A = A′,D′ = D,推出(

D −B′A−1B
)′

= D −B′A−1B,知A,D,D −B′A−1B 都是实对称矩阵。又由于G正
定,故G的 1到m级顺序主子式均大于零,而G的 1到m级顺序主子式恰为A的 1到m

级顺序主子式,故A正定。任取 O ̸= Y ∈ Rn,有
(

O

Y

)
̸= O。因为G正定,所以(

O

Y

)′

G

(
O

Y

)
= Y ′DY > 0,知D正定。因为(

Em O

−B′A−1 En

)(
A B

B′ D

)(
Em −A−1B

O En

)
=

(
A O

O D −B′A−1B

)
,即
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(
Em −A−1B

O En

)′(
A B

B′ D

)(
Em −A−1B

O En

)
=

(
A O

O D −B′A−1B

)
所以G

与
(

A O

O D −B′A−1B

)
合同,而G正定,因此

(
A O

O D −B′A−1B

)
正定。

于是任取0 ̸= Y ∈ Rn,有
(

O

Y

)
̸= O,且(

O

Y

)′(
A O

O D −B′A−1B

)(
O

Y

)
= Y ′ (D −B′AB)Y > 0

故D −B′A−1B 正定。
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例 5.12 (中山大学, 2003年)设A,B,C 都是 n级实方阵,若矩阵
(

A B′

B C

)
是正定

的,证明: C −BA−1B′ 也正定。

证明: 设H =

(
A B′

B C

)
,因为H 正定,所以

(
A B′

B C

)
=

(
A′ B′

B C ′

)
推出A = A′,C ′ = C ,因此A,C 都是实对称矩阵,且H 的 1到 n级顺序主子式均大于零,
而H 的 1到 n级顺序主子式恰为A的 1到 n级顺序主子式,故A正定 (因此可逆),于是
C −BA−1B′ 是实矩阵,且

(
C −BA−1B′)′ = C −BA−1B′,知 C −BA−1B′ 是实对称

矩阵。

令P =

(
En −A−1B′

O En

)
,那么P ′ =

(
En O

−BA−1 En

)
,进而有

P ′
(

A B′

B C

)
P =

(
A O

O C −BA−1B′

)
50 / 68



知H 与
(

A O

O C −BA−1B′

)
合同,而H 正定,所以

(
A O

O C −BA−1B′

)
也正定,因

此任取 0 ̸= Y ∈ Rn,有
(

O

Y

)
̸= O,且

(
O Y ′ )( A O

O C −BA−1B′

)(
O

Y

)
= Y ′ (C −BA−1B′)Y > 0

故 C −BA−1B′ 正定。
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例 5.13（清华大学, 2000年）设 n级实方阵A如下,试求 b的取值范围,使得A为正定
矩阵。

A =


b+ 8 3 3 · · · 3

3 b 1 · · · 1

3 1 b · · · 1
...

...
...

...

3 1 1 · · · b


解: 本题实际上是一个行列式的计算问题。因为A为正定矩阵当且仅当A的所有顺序

主子式皆大于零,而A的 k(k = 1, 2, · · · , n)级顺序主子式
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Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(b− 1) + 9 3 3 · · · 3

0 + 3 b 1 · · · 1

0 + 3 1 b · · · 1
...

...
...

...

0 + 3 1 1 · · · b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (b− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b 1 · · · 1

1 b · · · 1
...

...
...

1 1 · · · b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

9 3 3 · · · 3

3 b 1 · · · 1

3 1 b · · · 1
...

...
...

...

3 1 1 · · · b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (b+ k − 2)(b− 1)k−1 + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 1 1 · · · 1

0 b− 1 0 · · · 0

0 0 b− 1 · · · 0
...

...
...

...

0 0 0 · · · b− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b+ k − 2)(b− 1)k−1 + 9(b− 1)k−1 = (b+ k + 7)(b− 1)k−1
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（1）k为奇数, b > −8且 b ̸= 1时, Dk > 0。

（2）k为偶数,
{

b− 1 > 0

b+ k + 7 > 0
或
{

b− 1 < 0

b+ k + 7 < 0
,即 b > 1或 b < −k − 7时,

Dk > 0。

以上两种情形都要满足才有A正定,所以只有当 b > 1时, A为正定矩阵。
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例 5.14证明: n级实对称矩阵A是正定的充分必要条件为有 n级可逆实对称矩阵 C ,使
得A = C2 。

证明: 充分性：首先A是 n级实对称矩阵,又 C 是 n级可逆实对称矩阵,所以任取
0 ̸= Y ∈ Rn,令 CY = (b1, b2, · · · , bn)′,则 0 ̸= CY = (b1, b2, · · · , bn)′ ∈ Rn,于是

Y ′AY = Y ′C2Y = (CY )′(CY ) = b21 + b22 + · · ·+ b2n > 0

因此A是正定的。

必要性：由于A是正定矩阵,因此必存在正交矩阵 U ,使得

A = U−1


λ1

λ2

. . .

λn

U = U ′


λ1

λ2

. . .

λn

U (11)
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式(11)中的 λ1, λ2, · · · , λn 是A的全部特征值,它们都大于零,进而有

A = U−1


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn

UU−1


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn

U (12)

令

C = U−1


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn

U = U ′


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn

U (13)

那么式(13)中的矩阵 C 是可逆实对称矩阵,将 C 代入到式 (11)中,有A = C2
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注：令

B =


√
λ1 √

λ2

. . . √
λn


因 λ1, λ2, · · · , λn 都大于零,所以B 是正定矩阵。

由式 (13)知 C 与B 在实数域上合同,因此 C 是正定矩阵。

由此得出结论：如果A是 n级正定矩阵,那么存在 n级正定矩阵 C ,使得A = C2。
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例 5.15设A是一个 n级可逆实矩阵,证明: 存在一个正定矩阵 S 和一个正交矩阵 U ,使
得A = US 。

证明：由例 5.8知A′A是正定矩阵。

由例 5.14的注知,存在 n级正定矩阵 S,使得A′A = S2,因此
A = (A′)

−1
S2 =

(
(A′)

−1
S
)
S 。

下面证明 (A′)
−1

S 是正交矩阵。

令 U = (A′)
−1

S,则 U 是 n级实矩阵,又

UU ′ = (A′)
−1

SS′A−1 = (A′)
−1

S2A−1 = (A′)
−1

A′AA−1 = En

所以 U 是正交矩阵,且A = US 。
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例 5.16设A是 n级实对称矩阵,证明：A是可逆矩阵当且仅当存在 n级实矩阵B,使
得AB +B′A正定。

证明：必要性：因为A可逆,取B = A−1,那么B 是 n级实矩阵,且有

AB +B′A = AA−1 +
(
A−1

)′
A = AA−1 + (A′)

−1
A′ = 2En

所以AB +B′A正定。

充分性：用反证法。若A不可逆,则线性方程组Ax = 0有非零解,取一非零解X0,有

X ′
0 (AB +B′A)X0 = (AX0)

′
BX0 + (BX0)

′
AX0 = 0

这与AB +B′A正定矛盾,所以A可逆。
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例 5.17（华中科技大学, 2012年）设A,B 为 n级实对称矩阵,若A,B 半正定,证明：
A+B 半正定，若还有A正定，则A+B 也正定。

证明：任取 0 ̸= X ∈ Rn,由A,B半正定,所以A,B都是实对称矩阵,推出A+B是实
对称矩阵,且X ′AX ⩾ 0,X ′BX ⩾ 0,因此X ′(A+B)X ⩾ 0,知A+B 半正定。

若还有A正定,那么X ′AX > 0,因此

X ′(A+B)X = X ′AX +X ′BX > 0

从而A+B 正定。
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知识点 5: 矩阵合同的证明

例 5.18证明: 实对角矩阵A =


a1

a2
. . .

an

与单位矩阵在实数域上合同的充
分必要条件是每个 ai > 0。

证明：必要性: 因实对角矩阵A与 En 在实数域上合同,所以A是正定矩阵,因此对 n

维单位向量 εi = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)′(i = 1, 2, · · · , n),有 ε′iAεi = ai > 0。

充分性: 因为每个 ai > 0，所以取C =


1√
a1

1√
a2

. . .
1√
an

，那么C 为可逆实矩阵，

且有 En = C ′AC ,即A与 En 在实数域上合同。
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例 5.19令A =

 5 4 3

4 5 3

3 3 2

 ,B =

 4 0 −6

0 1 0

−6 0 9

，证明：A与B 在实数域上合

同,并求一可逆矩阵 P ,使得B = P ′AP 。

证明：

(
A

E3

)
=



5 4 3

4 5 3

3 3 2
1
0 0 0

0 1 0

0 0 1


→



1 0 0

0 1 0

0 0 0
1√
5

− 4
3
√
5

− 1
3

0 5
3
√
5

− 1
3

0 0 1



(
B

E3

)
=



4 0 −6

0 1 0

−6 0 9

1 0 0

0 1 0

0 0 1


→



1 0 0

0 1 0

0 0 0
1
2 0 3

2

0 1 0

0 0 1
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所以A与B 在实数域上都与

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

合同,从而A与B 在实数域上合同。令

P1 =


1√
5

− 4
3
√
5

− 1
3

0 5
3
√
5

− 1
3

0 0 1

 ,P2 =

 1
2 0 3

2

0 1 0

0 0 1

,有 P ′
1AP1 = P ′

2BP2 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 0

,

所以
B =

(
P−1

2

)′
P ′

1AP1P
−1
2 =

(
P1P

−1
2

)′
A
(
P1P

−1
2

)
,

推出

P = P−1
1 =


2√
5

− 4
3
√
5

− 9+
√
5

3
√
5

0 5
3
√
5

− 1
3

0 0 1
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例 5.20证明：任何一个 n级可逆复对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一:

(
O Er

Er O

)
(n = 2r),

 O Er O

Er O O

O O 1

 (n = 2r + 1)

证明：设 A是任一 n级可逆复对称矩阵。由于复数域上两个 n级对称矩阵合同的充要

条件是它们有相同的秩,而当 n = 2r时, r(A) = r

(
O Er

Er O

)
= n,因此,此时A合同于(

O Er

Er O

)
。

当 n = 2r + 1时, r(A) = r

 O Er O

Er O O

O O 1

 = n,因此,此时A合同于

 O Er O

Er O O

O O 1

。
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例 5.21任何一个 n级可逆实对称矩阵必合同于以下形式的矩阵之一: O Er O

Er O O

O O En−2r

 或
 O Er O

Er O O

O O −En−2r



证明：设A是任一 n级可逆实对称矩阵,则 r(A) = n,于是A合同于(
Ep O

O −En−p

)
(其中p为正惯性指数)

当A的符号差 s = p− (n− p) ⩾ 0时,设 n− p = r(⩾ 0),正惯性指数 p = r + (n− 2r),由于
n− 2r = (n− r)− r = p− (n− p) ⩾ 0,所以此时A也合同于 Er O O

O −Er O

O O En−2r
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当A的符号差 s = p− (n− p) ⩽ 0时,设 p = r(⩾ 0),得

n− p = n− r = r + (n− 2r),且n− 2r = (n− p)− p ⩾ 0

所以此时A也合同于

(
Ep 0

0 −En−p

)
=

 Er 0 0

0 −Er 0

0 0 −En−2r



令 P =
√
2
2

(
Er Er

−Er Er

)
,那么 P 是可逆实矩阵,且

P ′
(

Er O

O −Er

)
P =

(
O Er

Er O

)
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所以存在可逆实矩阵Q =

(
P O

O En−2r

)
,使

Q′

 Er O O

O −Er O

O O En−2r

Q =

 O Er O

Er O O

O O En−2r


Q′

 Er O O

O −Er O

O O −En−2r

Q =

 O Er O

Er O O

O O −En−2r



故A合同于以上两种形式的矩阵之一。
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