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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间
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（一）线性变换的定义

数域 P 上的线性空间 V 的一个变换 σ称为线性变换,如果对 V 中任意的向量 α,β和数
域 P 中的任意数 k,都有

• σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)

• σ(kα) = kσ(α)

注：

(1) 设M 是任意一个非空集合,M 到M 的任一映射都称为M 的一个变换。

(2) 数域 P 上的线性空间 V 的一个变换就是 V 到 V 的一个映射。

(3) 数域 P 上的线性空间 V 的线性变换就是 V 的保持向量的加法与数量乘法的变换。
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（二）线性变换的相等

（1）设 σ, τ 都是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,那么 σ = τ 当且仅当对 ∀α ∈ V ,有

σ(α) = τ(α)

（2）设 σ, τ 都是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, α1,α2, · · · ,αn 是 V 的一组
基,那么 σ = τ 当且仅当

σ (αk) = τ (αk) (k = 1, 2, · · · , n)
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（三）线性变换的判别

设 σ为数域 P 上线性空间 V 的一个变换, ∀α,β ∈ V, ∀k, l ∈ P 。

（1）σ为 V 的线性变换当且仅当

• σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)

• σ(kα) = kσ(α)

（2）σ为 V 的线性变换当且仅当

σ(kα+ lβ) = kσ(α) + lσ(β)
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（四）线性变换的性质

设 V 是数域 P 上的线性空间, σ为 V 的线性变换, ∀α1,α2, · · · ,αs,α ∈ V ,
k1, k2, · · · , ks ∈ P 。

（1）σ(0) = 0, σ(−α) = −σ(α)。

（2）线性变换保持向量的线性关系,即若 α = k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs,则

σ(α) = k1σ (α1) + k2σ (α2) + · · ·+ ksσ (αs)

（3）若 α1,α2, · · · ,αs 线性相关,则 σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αs)也线性相关。

（4）设线性变换 σ为单射,若 α1,α2, · · · ,αs线性无关,则 σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αs)也
线性无关。
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注：设 V 是数域 P 上的线性空间, β1,β2, · · · ,βm,γ1,γ2, · · · ,γs 是 V 中的两个向量组,
如果

β1 =c11γ1 + c12γ2 + · · ·+ c1sγs

β2 =c21γ1 + c22γ2 + · · ·+ c2sγs

· · · · · ·
βm =cm1γ1 + cm2γ2 + · · ·+ cmsγs

(1)

将式 (1)记为

(β1,β2, · · · ,βm) = (γ1,γ2, · · · ,γs)


c11 c21 · · · cm1

c12 c22 · · · cm2

...
...

...

c1s c2s · · · cms

 (2)
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于是,若 dimV = n,α1,α2, · · · ,αn 是 V 的一组基, σ是 V 的线性变换, β1,β2, · · · ,βm

是 V 中任意一组向量,则 σ (β1) , σ (β2) , · · · , σ (βm)可以由基 α1,α2, · · · ,αn线性表出。设

σ (β1) = b11α1 + b12α2 + · · ·+ b1nαn

σ (β2) = b21α1 + b22α2 + · · ·+ b2nαn

· · · · · ·
σ (βm) = bm1α1 + bm2α2 + · · ·+ bmnαn

(3)

再记

σ (β1,β2, · · · ,βm) = (σ (β1) , σ (β2) , · · · , σ (βm)) (4)
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由式 (1)、式(2)与式(4)知,式 (3)就可以写成下列形式

σ (β1,β2, · · · ,βm) = (α1,α2, · · · ,αn)


b11 b21 · · · cm1

b12 b22 · · · cm2

...
...

...

b1n b2n · · · cmn

 (5)
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设B =


b11 b21 · · · cm1

b12 b22 · · · cm2

...
...

...

b1n b2n · · · cmn

, η1,η2, · · · ,ηm 是矩阵B 的列向量组。

如果B = O,那么 σ (β1) = σ (β2) = · · · = σ (βm) = 0;

如果B 6= O,设 ηi1 ,ηi2 , · · · ,ηi 是 η1,η2, · · · ,ηm 的一个极大线性无关组, 那么
σ (βi1) , σ (βi2) , · · · , σ (βir )就是 σ (β1) , σ (β2) , · · · , σ (βm) 的一个极大线性无关组,因此向
量组 σ (β1) , σ (β2) , · · · , σ (βm)的秩等于 r(B)。

（因 ∀α = a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn ∈ V , f : α 7→ (a1, a2, · · · , an)是数域 P 上的线性
空间 V 到 Pn 的同构映射）
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（五）线性变换举例

（1）设 V 是数域 P 上的任一线性空间，那么

1) V 的零变换 o(o(α) = 0, ∀α ∈ V )是 V 的线性变换;
2) V 的恒等变换或单位变换 ι(ι(α) = α, ∀α ∈ V )是 V 的线性变换;
3) 幂零线性变换: 设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,如果存在正整数m,使得

σm = o,就称 σ为 V 的幂零线性变换;
4) 幂等线性变换: 设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,如果 σ2 = σ,就称 σ为 V 的
幂等线性变换。

（2）设 V = Pn,任意取定数域 P 上的一个 n级方阵A,令

σ


x1
x2
...

xn

 = A


x1
x2
...

xn

 , ∀


x1
x2
...

xn

 ∈ Pn
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那么 σ为 V = Pn 的线性变换。

（3）V = P [x], D(f(x)) = f ′(x), ∀f(x) ∈ P [x],那么 D为 V = P [x]的线性变换。

（4）V = Pn×n,A = (aij)是 V 中一固定矩阵, τ(X) = AX, ∀X ∈ Pn×n 是 V = Pn×n

的线性变换。
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（六）可逆变换与可逆线性变换

1. 线性空间的可逆变换

数域 P 上的线性空间 V 的变换 σ称为可逆的,如果有 V 的变换 τ 存在,使

στ = τσ = ι (ι是V 的恒等变换)

此时变换 τ 称为 σ的逆变换,记为 σ−1 。

注：可逆变换的逆变换唯一。

2. 线性空间的可逆线性变换

1）可逆线性变换的定义

设 V 是数域 P 上的线性空间,如果 σ既是 V 的线性变换又是 V 的可逆变换,就称 σ为
V 的可逆线性变换,此时 σ的逆变换 σ−1 也是 V 的线性变换。
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2）线性变换可逆的判别

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,那么

（1）σ可逆当且仅当 σ是 V 到 V 的一一对应或双射;

（2）若 dimV = n,α1,α2, · · · ,αn 是 V 的任意一组基,那么 σ可逆当且仅当
σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)也是 V 的一组基。
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（一）线性变换的加法、乘法、数量乘法

1. 线性变换的加法、乘法、数量乘法的定义

设 V 是数域 P 上的线性空间, σ, τ 是 V 的两个线性变换,定义它们的和 σ + τ ,乘积 στ

分别为

(σ + τ)(α) = σ(α) + τ(α), (στ)(α) = σ(τ(α)), ∀α ∈ V (6)

任取 k ∈ P ,定义数量乘法 kσ为

(kσ)(α) = kσ(α), ∀α ∈ V (7)

σ的负变换 −σ为

(−σ)(α) = −σ(α), ∀α ∈ V (8)

则 σ + τ, στ, kσ与 −σ都是 V 的线性变换。
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2. 线性变换的加法、乘法、数量乘法的运算规律

设 V 是数域 P 上的线性空间, σ, τ, ψ都是 V 的线性变换, k, l是 P 中任意数。

1）加法

（1）交换律: σ + τ = τ + σ;

（2）结合律: (σ + τ) + ψ = σ + (τ + ψ);

（3）o+ σ = σ;

（4）σ + (−σ) = o。

2）数量乘法

（1）(kl)σ = k(lσ);

（2）1σ = σ。
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3）加法与数量乘法

（1）(k + l)σ = kσ + lσ;

（2）k(σ + τ) = kσ + kτ 。

3. 线性变换的多项式

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, n是正整数, k, l为非负整数。

（1）σ的 n次幂: σn =

n个︷ ︸︸ ︷
σσ · · ·σ。

（2）σ0 = ı（ι为 V 的恒等变换或单位变换）。

（3）指数法则：σkσl = σk+l,
(
σk
)l

= σkl 。

（4）σ的多项式: 任取 g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b1x+ b0 ∈ P [x],定义

g(σ) = bmσ
m + bm−1σ

m−1 + · · ·+ b1σ + b0ι
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那么 g(σ)是 V 的线性变换, g(σ)称为线性变换 σ的多项式。

（5）若 σ可逆,定义 σ−n =
(
σ−1

)n 。
注：设 σ, τ 都是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, n是正整数,一般说来

(στ)n 6= σnτn 。

4. 线性变换构成的线性空间

设 V 是数域 P 上的线性空间,令

L(V ) = {σ | σ为V 的线性变换}

那么 L(V )按线性变换的加法和数量乘法构成数域 P 上的线性空间。
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（二）线性变换的矩阵

1. 线性变换的矩阵

设 α1,α2, · · · ,αn是数域 P 上的 n维线性空间 V 的一组基, σ是 V 的一个线性变换,则
基向量的像 σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)可以由基 α1,α2, · · · ,αn 线性表出，即

σ (α1) =a11α1 + a12α2 + · · ·+ a1nαn

σ (α2) =a21α1 + a22α2 + · · ·+ a2nαn

· · · · · ·
σ (αn) =an1α1 + an2α2 + · · ·+ annαn

(9)
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由式 (3)式 (5)可知,式 (9)可写成下列形式

σ (α1,α2, · · · ,αn) = (α1,α2, · · · ,αn)


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

 (10)

设

A =


a11 a21 · · · an1
a12 a22 · · · an2
...

...
...

a1n a2n · · · ann

 (11)

将式(11)中的矩阵A称为 σ在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵。

注意, A的第 j 列 (j = 1, 2, · · · , n)恰好是 σ (αj)在基 α1,α2, · · · ,αn 下的坐标。
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2. 线性变换的和、乘积、数量乘积、逆变换、负变换及多项式的矩阵

设 α1,α2, · · · ,αn 是数域 P 上的 n维线性空间 V 的一组基, ∀σ, τ ∈ L(V ),它们在基
α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵分别为A,B, s为任意正整数。

（1）σ + τ, στ, σs 与 −σ在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵分别为A+B,AB,As 与 −A。

（2）任取 k ∈ P, kσ在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为 kA。

（3）若 σ为可逆线性变换，则 σ−1 在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为A−1 。

（4）设 f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0 为数域 P 上的任一多项式,则

f(σ) = amσ
m + am−1σ

m−1 + · · ·+ a1σ + a0ι

在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为

f(A) = amAm + am−1A
m−1 + · · ·+ a1A+ a0En
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（5）σ可逆当且仅当A可逆（有限维线性空间的线性变换可逆的判定定理）。

（6）令
f : L(V ) → Pn×n, σ 7→ A, ∀σ ∈ L(V )

那么 f 是数域 P 上的线性空间 L(V )到数域 P 上的线性空间 Pn×n 的同构映射,因此
L(V ) ∼= Pn×n,于是 L(V )是 n2 维线性空间。
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3. 向量在线性变换下像的坐标公式

设数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换 σ在 V 的基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为A,
V 中的向量 ξ在基 α1,α2, · · · ,αn下的坐标为 (x1, x2, · · · , xn),则 σ(ξ)在基 α1,α2, · · · ,αn

下的坐标 (y1, y2, · · · , yn)可按如下公式计算：
y1
y2
...

yn

 = A


x1
x2
...

xn

 (12)

25 / 118



4. 矩阵的相似

1）矩阵相似的定义

设A,B 是数域 P 上的两个 n级方阵,如果存在数域 P 上的 n级可逆矩阵 T ,使得
T−1AT = B,就称在数域 P 上A相似于B,记为在数域 P 上A ∼ B 。

2）矩阵相似的性质

设A,B,C 都是数域 P 上的 n级方阵。

性质 1（反身性）A ∼ A。

性质 2（对称性）若A ∼ B,则B ∼ A。

性质 3（传递性）若A ∼ B,B ∼ C ,则A ∼ C 。

性质 4若 T−1AT = B,则对任意正整数 k,有Bk = T−1AkT 。
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3）线性变换在不同基下的矩阵之间的关系

（1）设数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换 σ在 V 的两组基 α1,α2, · · · ,αn 与
β1,β2, · · · , βn 下的矩阵分别为A与B, α1,α2, · · · ,αn 到 β1,β2, · · · ,βn 的过渡矩阵为 T ,
那么B = T−1AT ,即同一线性变换在不同基下的矩阵彼此相似。

（2）设A,B是数域 P 上的两个 n级方阵,且在数域 P 上A ∼ B, V 是数域 P 上的任一
n维线性空间,那么存在 V 的线性变换 σ,使得A,B 为 σ在 V 的两组基下的矩阵。

注：矩阵的相似与数域有关。
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（一）矩阵的特征值与特征向量

1. 矩阵的特征多项式

设A = (aij)nn 为数域 P 上的一个 n级方阵, λ是一个文字,将矩阵 λEn −A的行列式

|λEn −A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− a11 a12 · · · a1n
a21 λ− a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (13)

称为矩阵A的特征多项式,记为 fA(λ),它是数域 P 上的一个 n次多项式,且

fA(λ) = |λEn −A|
= λn + (−1) (a11 + a22 + · · ·+ ann)λ

n−1 + · · ·+ (−1)n|A|
= λn + (−1) tr(A)λn−1 + · · ·+ (−1)n|A| (14)
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注：将 λEn −A称为矩阵A的特征矩阵, |λEn −A| = 0称为矩阵A的特征方程。

2. 矩阵的特征值与特征向量的定义

n级方阵A的特征多项式 fA(λ) = |λEn −A|在复数域上的所有根都称为A的特征值。

设 λ0 ∈ C是A的特征值,将齐次线性方程组 (λ0En −A)x = 0的每个非零解都称为矩
阵A的属于特征值 λ0 的特征向量。
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3. 矩阵的特征值与特征向量的判别

设A为 n级方阵，λ0 ∈ C。

（1）λ0 是矩阵A的特征值当且仅当 fA (λ0) = |λ0En −A| = 0。

（2）λ0 是矩阵A的特征值当且仅当存在 0 6= α ∈ Cn,使得Aα = λ0α。

（3）设 λ0 是矩阵A的特征值, 0 6= α = (a1, a2, · · · , an) ∈ Cn,则 α为矩阵A的属于特
征值 λ0 的特征向量当且仅当 (λ0En −A)α′ = 0,即 α是齐次线性方程组
(λ0En −A)x = 0的一个非零解。
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4. 矩阵的特征值与特征向量的求法

设A为 n级方阵。

第一步：求 fA(λ) = |λEn −A|在复数域上的所有根 λ1, λ2, · · · , λn（重根按重数计算）。

第二步：设 λ1, λ2, · · · , λs(1 ⩽ s ⩽ n)是矩阵A的所有不同的特征值,对
λk(k = 1, 2, · · · , s),解齐次线性方程组 (λkEn −A)x = 0,得其一个基础解系

ηk1,ηk2, · · · ,ηk,lk (lk = n− r (λkEn −A))

则 ηk1,ηk2, · · · ,ηk,lk 就是与矩阵A的特征值 λk(k = 1, 2, · · · , s)相对应的线性无关特征向
量。矩阵A的属于特征值 λk 的全部特征向量为

sk1ηk1 + sk2ηk2 + · · ·+ sk,lkηk,lk (15)

式(15)中的 sk1, sk2, · · · , sk,lk 为不全为零的任意常数（复数）。
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5. 重要结论

设A为 n级方阵。

（1）若 λ1, λ2, · · · , λn是矩阵A的全部特征值,则A的迹 tr(A) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn,A

的行列式 |A| = λ1λ2 · · ·λn 。

（2）相似矩阵有相同的特征多项式，从而有相同的特征值、相同的迹、相同的行列式。

（3）设 λ0 ∈ C是矩阵A的特征值, X0 是矩阵A的属于特征值 λ0 的特征向量, g(x)为
一复系数多项式,那么

1）g (λ0)为 g(A)的特征值, X0 为 g(A)的属于特征值 g (λ0)的特征向量;

2）若A还是可逆矩阵,则 1
λ0
与 |A|

λ0
分别为A−1 和A∗ 的特征值, X0 为A−1 的属于特

征值 1
λ0
的特征向量, X0 为A∗ 的属于特征值 |A|

λ0
的特征向量;

3）设Q是 n级可逆矩阵,则 λ0 是Q−1AQ的特征值, Q−1X0 是Q−1AQ的属于特征
值 λ0 的特征向量;
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4）若 λ1, λ2, · · · , λn 是矩阵A的全部特征值,则 g (λ1) , g (λ2) , · · · , g (λn)就是 g(A)的
全部特征值;若A还是可逆矩阵,则 1

λ1
, 1
λ2
, · · · , 1

λn
为A−1 的全部特征值, |A|

λ1
, |A|

λ2
, · · · , |A|

λn

为A∗ 的全部特征值。

34 / 118



6. 矩阵的特征子空间

设A为 n级方阵。

1）矩阵的特征子空间的定义

设 λ0 是矩阵A的特征值,则 Vλ0 = {α ∈ Cn | Aα = λ0α}是 Cn 的子空间,将 Vλ0 称为
矩阵A的（属于特征值 λ0 的）特征子空间。

2）矩阵的特征子空间 Vλ0
的求法

由 1）知 Vλ0
就是齐次线性方程组 (λ0En −A)x = 0的解空间,因此只需求得

(λ0En −A)x = 0

的一个基础解系 η1,η2, · · · ,ηk(k = n− r (λ0En −A)),那么 Vλ0 = L (η1,η2, · · · ,ηk)。
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（二）线性变换的特征值与特征向量

1. 线性变换的特征值与特征向量的定义

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, λ0 ∈ P ,若存在 0 6= α ∈ V ,使得
σ(α) = λ0α,就称 λ0 为 σ的一个特征值, α为 σ的一个属于特征值 λ0 的特征向量。

2. 线性变换的特征多项式

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换,则 σ在 V 的不同基下的矩阵彼此相似,
而相似矩阵具有相同的特征多项式,所以 σ在 V 的不同基下矩阵的特征多项式是相同的,于
是任取 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn,设 σ在该基下的矩阵为A,称矩阵A的特征多项式
fA(λ) = |λEn −A|为 σ的特征多项式,记为 fσ(λ) = |λEn −A|,即线性变换 σ的特征多项
式为其在 V 的任意基下矩阵的特征多项式。
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3. 有限维线性空间的线性变换的特征值与特征向量

1）判别

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, σ在 V 的基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵
为A, 0 6= α ∈ V , α = a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn, λ0 ∈ C。

（1）λ0 是 σ的特征值当且仅当 λ0 ∈ P ,且 fσ (λ0) = |λ0En −A| = 0,即 λ0 是 σ的特征
多项式 fσ(λ) = |λEn −A|在 P 中的根。

（2）设 λ0 是 σ的特征值,那么 α是 σ的属于特征值 λ0 的特征向量当且仅当
(a1, a2, · · · , an)′ 是齐次线性方程组 (λ0En −A)x = 0的非零解。
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2）求法

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换。

第一步：取定 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn,求出 σ在该基下的矩阵A。

第二步：求 fσ(λ) = |λEn −A|在 P 中的所有根 λ1, λ2, · · · , λm（0 ⩽ m ⩽ n,重根按重
数计算,且m = 0表示 σ无特征值）。

第三步：若m > 0,设 λ1, λ2, · · · , λt(1 ⩽ t ⩽ m)是 σ的所有不同的特征值,对
λk(k = 1, 2, · · · , t),求齐次线性方程组 (λkEn −A)x = 0的一个基础解系

ηk1,ηk2, · · · ,ηk,lk (lk = n− r (λkEn −A))

则 σ的属于特征值 λk 的线性无关特征向量为

(α1,α2, · · · ,αn)ηkj (j = 1, 2, · · · , lk)
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σ的属于特征值 λk 的全部特征向量为

(α1,α2, · · · ,αn) (sk1ηk1 + sk2ηk2 + · · ·+ sk,lkηk,lk) (16)

式(16)中的 sk1, sk2, · · · , sk,lk 为 P 中不全为零的任意常数。
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（三）线性变换的特征子空间

1. 定义

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, λ0 是 σ的特征值,则
Vλ0 = {α ∈ V | σ(α) = λ0α}是 V 的子空间，将其称为 σ的（属于特征值 λ0的）特征子空
间。

注：设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, λ0是 σ的特征值,那么 dimVλ0
称

为 σ的特征值 λ0 的几何重数,而 λ0 作为 σ的特征多项式 fσ(λ)的根,其重数称为 λ0 的代数
重数,且 λ0 的几何重数小于或等于 λ0 的代数重数。
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2. 有限维线性空间的线性变换的特征子空间求法

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, λ0 是 σ的特征值。

第一步：取定 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn,求得 σ在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵为A。

第二步：求齐次线性方程组 (λ0En −A)x = 0的一个基础解系

η1,η2, · · · ,ηk (k = n− r (λ0En −A))

令

γj = (α1,α2, · · · ,αn)ηj (j = 1, 2, · · · , k) (17)

那么式 (17)中的 γ1,γ2, · · · ,γk 就是 σ 的（属于特征值 λ0 的）特征子空间 Vλ0 的一组基，
于是 Vλ0 = L (γ1,γ2, · · · ,γk)。
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（四）矩阵与线性变换可对角化

1. 矩阵可对角化

1）矩阵可对角化的定义

设A是数域 P 上的一个 n级方阵,如果存在数域 P 上的一个 n级可逆矩阵 T ,使得
T−1AT 为对角矩阵,就称矩阵A在数域 P 上可对角化或A在数域 P 上与对角矩阵相似。

如无特殊说明,矩阵可对角化指的是该矩阵在复数域上可对角化。
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2）矩阵特征值的代数重数与几何重数

设 λ1, λ2, · · · , λk 是 n级方阵A的所有不同的特征值, A的特征多项式

fA(λ) = |λEn −A| = (λ− λ1)
l1 (λ− λ2)

l2 · · · (λ− λk)
lk (18)

式(18)中的 li(i = 1, 2, · · · , k)为正整数。

称式(18)中的正整数 li(i = 1, 2, · · · , k)为矩阵A的特征值 λi 的代数重数。称
si = n− r (λiEn −A) (i = 1, 2, · · · , k)为矩阵A的特征值 λi 的几何重数。

注：

(1) 设齐次线性方程组 (λiEn −A)x = 0的解空间为Wi,那么A的特征值 λi 的几何重数
si = dimWi,而Wi = Vλi

= {α ∈ Cn | Aα = λα},因此 si = dimVλi
。

(2) si ⩽ li (i = 1, 2, · · · , k)。
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3）矩阵可对角化的判别

（1）n级方阵A可对角化当且仅当A有 n个线性无关的特征向量。

（2）若 n级方阵A有 n个不同的特征值,则A可对角化。

（3）n级方阵A可对角化当且仅当A的每个特征值的代数重数都等于几何重数。
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4）求可逆矩阵 T ,使 T−1AT 为对角矩阵

已知 n级方阵A可对角化。

第一步：求矩阵A的特征值。

第二步：设 λ1, λ2, · · · , λt 是A的所有不回的特征值,对 λk(k = 1, 2, · · · , t),求出与其相
应的线性无关的特征向量

ηk1,ηk2, · · · ,ηk,lk (lk = n− r (λkEn −A) , l1 + l2 + · · ·+ lt = n)
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第三步：令 T = (η11, · · · ,η1,l1 ,η21, · · · ,η2,l2 , · · · ,ηt1, · · · ,ηt,lt),有

T−1AT =



λ1
. . .

λ1
λ2

. . .

λ2
. . .

λt
. . .

λt
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5）求Ak （k为正整数）

已知 n级方阵A可对角化。

第一步：求 n级可逆矩阵 T ,使得

T−1AT =


λ1

λ2
. . .

λn

 = Λ

为对角矩阵。

第二步：A = TΛT−1,推出

Ak = T


λk1

λk2
. . .

λkn

T−1
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2. 线性变换可对角化

1）线性变换可对角化的定义

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换,如果存在 V 的一组基，使得 σ在该下
的矩阵为对角矩阵,就称 σ可对角化。

2）线性变换可对角化的判别

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, σ在 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn 下的
矩阵为A, λ1, λ2, · · · , λk 是 n级方阵A的所有不同的特征值。

（1）σ可对角化当且仅当 σ有 n个线性无关的特征向量。

（2）若 σ有 n个不同的特征值,则 σ可对角化。

（3）若 λ1, λ2, · · · , λk ∈ P ,则 σ可对角化当且仅当对 i = 1, 2, · · · , k, λi 的代数重数等于
λi 的几何重数。
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注：λi 的几何重数 = dimVλi ,其中 Vλi = {α ∈ V | σ(α) = λiα}为 σ的属于特征值 λi
的特行子空间,也等于 n− r (λiEn −A),即齐次线性方程组 (λiEn −A)x = 0的解空间的
维数。而 λi 的代数重数等于 λi 作为 σ的特征多项式 fσ(λ)的根的重数。

（4）若 λ1, λ2, · · · , λk 中至少有一个不在数域 P 中,则 σ不可对角化。

3）求过渡矩阵 T 及基

已知数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换 σ可对角化,求 V 的一组基,使得 σ在该
基下的矩阵为对角矩阵,并求过渡矩阵。

第一步：取定 V 一组基 α1,α2, · · · ,αn,求出 σ在基 α1,α2, · · · ,αn 下的矩阵A。

第二步：求可逆矩阵 T ,使 T−1AT 为对角矩阵, T 就是所求的过渡矩阵。

第三步：令 (β1,β2, · · · ,βn) = (α1,α2, · · · ,αn)T ,β1,β2, · · · ,βn 就是所求的基, σ在
基 β1, β2, · · · ,βn 下的矩阵为对角矩阵 T−1AT 。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间



（一）线性变换的值域与核的定义

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, σ的全体像组成的集合称为 σ的值域,用
σV 表示;

V 中所有被 σ变成零向量的向量组成的集合称为 σ的核,用 σ−1(0)表示。

若用集合记号则

σV = {σ(α) | α ∈ V }, σ−1(0) = {α | σ(α) = 0,α ∈ V } (19)

式(19)中的 σV 与 σ−1(0)都是 V 的子空间。(σV 与 σ−1(0)也可分别记为 Imσ与 Kerσ。)
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（二）线性变换的秩与零度

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换。

σ的值域 σV 的维数 dim(σV )称为 σ的秩；

σ的核 σ−1(0)的维数 dim
(
σ−1(0)

)
称为 σ的零度。
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（三）重要结论

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换。

（1）令 g(x), h(x) ∈ P [x], f(x) = g(x)h(x),如果 (g(x), h(x)) = 1,那么

(f(σ))−1(0) = (g(σ))−1(0)⊕ (h(σ))−1(0)

（2）σ可逆当且仅当 σ−1(0) = {0},且 σV = V 。
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（四）有限维线性空间的线性变换的值域与核

1. 重要结论

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换, σ在 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn 下的
矩阵为A,任取 α = a1α1 + a2α2 + · · ·+ anαn ∈ V 。
（1）α ∈ σ−1(0)当且仅当 α在基 α1,α2, · · · ,αn下的坐标 (a1, a2, · · · , an)′是齐次线性

方程组Ax = 0的解。
（2）设W 是齐次线性方程组Ax = 0的解空间,任取 β =

∑n
i=1 biαi ∈ σ−1(0),令

f : σ−1(0) →W, β 7→


b1
b2
...

bn


由（1）与线性空间同构的重要结论知 f 是双射,且保持 V 的线性运算,因此 f 是 σ−1(0)到
W 的同构映射,于是 σ−1(0) ∼=W 。
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（3）设 η1,η2, · · · ,ηn−r(A) 是齐次线性方程组Ax = 0的一个基础解系,那么
η1,η2, · · · ,ηn−r(A) 是Ax = 0的解空间W 的一组基,令

γk = (α1,α2, · · · ,αn)ηk (k = 1, 2, · · · , n− r(A))

由（2）知 γ1,γ2, · · · ,γn−r(A) 是 σ−1(0)的一组基,于是

dim
(
σ−1(0)

)
= n− r(A)

且
σ−1(0) =L

(
γ1,γ2, · · · ,γn−r(A)

)
=
{
k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ kn−r(A)γn−r(A) | k1, k2, · · · , kn−r(A) ∈ P

}
知 σ的零度为 n− r(A)。
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（4）σV = L (σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)) , σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)的一个极大线性,
果存在)就是 σV 的一组基，而 σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)的秩等于 r(A),所以 σ的秩为
r(A)。

（5）σV 的一组基的原像及 σ−1(0)的一组基合起来就是 V 的一组基,因此

dim(σV ) + dim
(
σ−1(0)

)
= n

（6）σ可逆当且仅当 σ−1(0) = {0}或 σV = V 。
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2. σ−1(0)与 σV 的求法

1）σ−1(0)的求法

若 σ = o,则 σ−1(0) = V ;若 σ 6= o,

第一步：取定 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn,求出 σ在该基下的矩阵A。

第二步：解齐次线性方程组Ax = 0,如果Ax = 0只有零解,郡么如果Ax = 0有非零
解,求出它的一个基础解系 η1η2, · · · ,ηn−(A) 转第

第三步：令 γk = (α1,α2, · · · ,α)ηk(k = 1, 2, . . . , n− r(A)),的一组基,于是

σ−1(0) =L
(
γ1,γ2, · · · ,γn−r(A)

)
=
{
k1γ1 + k2γ2 + · · ·+ kn−r(A)γn−r(A) | k1, k2, · · · , kn−r(A) ∈ P

}
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2）σV 的求法

若 σ = o,则 σV = {0};若 σ 6= 0,

第一步：取定 V 的一组基 α1,α2, · · · ,αn ，求出 σ在该基下的矩阵A。

第二步：设矩阵A的列向量组为 η1,η2, · · · ,ηn,求出 η1,η2, · · · ,ηn 的一个极大线性无
关组 ηi1 ,ηi2 , · · · ,ηi(1) ,得到 σ (α1) , σ (α2) , · · · , σ (αn)的一个极大线性无关组
σ (αi1) , σ (αi2) , · · · , σ

(
αii(1)

)
,也就是 σV 的一组基,于是

σV = L
(
σ (αi1) , σ (αi2) , · · · , σ

(
α i(41)

))
=
{
li1σ (αi1) + li2σ (αi2) + · · ·+ l i(λ1)σ

(
αi1(λ)

)
| li1 , li2 , · · · , li(1) ∈ P

}
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间



（一）不变子空间的定义

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,W 是 V 的子空间。如果W 中的向量在 σ�
的像仍在W 中,即对 ∀α ∈W ,都有 σ(α) ∈W （也即 σ(W ) ⊆W ）,就称W 是 σ的不变子
空间。
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（二）不变子空间举例

（1）设 V 是数域 P 上的线性空间，那么 {0}与 V 都是 V 的任一线性变换的不变子空
间。

（2）设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换, λ是 σ的任意一个特征值,那么 σ的特
征子空间 Vλ = {α | σ(α) = λα,α ∈ V }是 σ的不变子空间。

（3）线性变换的循环子空间：设 σ是数域 P 上的 n > 0维线性空间 V 的线性变换,任取
0 6= α ∈ V ,必存在正整数m,使得 α, σ(α), · · · , σm−1(α)线性无关,而 α, σ(α), · · · , σm(α)

线性相关,令W = L
(
α, σ(α), · · · , σm−1(α)

)
,则W 是 σ的不变子空间, 称W 为 σ的循环

子空间。

61 / 118



（三）线性变换在其不变子空间上的限制

1. 定义

设 σ是数域 P 上的线性空间 V 的线性变换,W 是 σ的不变子空间,那么

σ|W :W →W,α 7→ σ(α), ∀α ∈W

是W 上的线性变换,称 σ|W 为 σ在W 上的限制。

2. 性质

设 σ是数域 P 上的 n维线性空间 V 的线性变换,W 是 σ的不变子空间,
0 < dimW = m < n,取W 的一组基 α1,α2, · · · ,αm,将其扩充为 V 的一组基

α1,α2, · · · ,αm,αm+1, · · · ,αn,那么 σ在该基下的矩阵为
(

A1 A2

O A3

)
,其中A1 为 σ|W

在W 的基 α1,α2, · · · ,αm 下的矩阵。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间



例 7.1在线性空间 Pn 中定义变换 σ : σ (x1, x2, · · · , xn) = (0, x2, · · · , xn)。证明: σ是
Pn 的线性变换。

证明：【解题思路】用线性变换的定义或判别定理。

任取 α = (a1, a2, · · · , an) ,β = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Pn, k, l ∈ P ,有

kα+ lβ = (ka1 + lb1, ka2 + lb2, · · · , kan + lbn)

于是
σ(kα+ lβ) = (0, ka2 + lb2, · · · , kan + lbn)

= k (0, a2, · · · , an) + l (0, b2, · · · , bn)
= kσ(α) + lσ(β)

因此 σ是 Pn 的线性变换。
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例 7.2在 R3 中定义变换 σ (x1, x2, x3) =
(
x21, x2 + x3, 0

)
,试证：σ不是 R3 的线性变换。

证明：【解题思路】只需说明 σ不满足线性变换定义中的某一条即可。

取 α0 = (1, 0, 0) ∈ R3,有 2α0 = (2, 0, 0),于是 σ (2α0) = σ(2, 0, 0) = (4, 0, 0),但
2σ (α0) = 2σ(1, 0, 0) = 2(1, 0, 0) = (2, 0, 0),所以 σ (2α0) 6= 2σ (α0),因此命题成立。
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例 7.3在线性空间 Pn×n 中定义变换 σ : σ(A) = A′, ∀A ∈ Pn×n,证明: σ是 Pn×n 上的
对合线性变换,即 σ是满足 σ2 = ı（Pn×n 上的恒等变换）的线性变换。

证明：【解题思路】用线性变换的定义或判断定理及线性变换的相等。

任取A,B ∈ Pn×n, k, l ∈ P ,有

σ(kA+ lB) = (kA+ lB)′ = kA′ + lB′ = kσ(A) + lσ(B)

所以 σ是 Pn×n 的线性变换。

因为 σ2(A) = σ(σ(A)) = σ (A′) = (A′)
′
= A = ı(A), ∀A ∈ Pn×n,所以 σ2 = ı。
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例 7.4（天津大学, 2007年）设 V 是数域 P 上的线性空间,W1,W2 都是 V 的子空间,
且 V =W1 ⊕W2, σ1, σ2 分别是W1 与W2 的线性变换,定义法则 σ如下:

σ (α1 +α2) = 2σ1 (α1)− 3σ2 (α2) , ∀α1 ∈W1,α2 ∈W2

证明: σ是 V 的线性变换。

证明: 【解题思路】首先说明 σ是 V 的变换;再用线性变换的定义或判别定理。

任取 α ∈ V ,因为 V =W1 ⊕W2,所以存在唯一的 α1 ∈W1,α2 ∈W2,使得
α = α1 +α2 。又 σ1, σ2 分别是W1,W2 上的线性变换,知 2σ1 (α1) ∈W1 且唯一,
−3σ2 (α2) ∈W2 且唯一,进而有 σ(α) = σ (α1 +α2) = 2σ1 (α1)− 3σ2 (α2) ∈ V 且唯一,于
是对 ∀α ∈ V ,存在 V 中唯一的元素 2σ1 (α1)− 3σ2 (α2)与之对应,所以 σ是 V 上的变换。

再任取 β ∈ V ,则存在唯一的 β1 ∈W1,β2 ∈W2,使得 β = β1 + β2,于是
α1 + β1 ∈W1,α2 + β2 ∈W2,而 σ1, σ2 分别是W1,W2 上的线性变换,且

α+ β = (α1 +α2) + (β1 + β2) = (α1 + β1) + (α2 + β2)
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所以
σ(α+ β) = 2σ1 (α1 + β1)− 3σ2 (α2 + β2)

= (2σ1 (α1)− 3σ2 (α2)) + (2σ1 (β1)− 3σ2 (β2))

= σ(α) + σ(β)

对 ∀k ∈ P ,有 kα = kα1 + kα2, kα1 ∈W1, kα2 ∈W2 。又 σ1, σ2 分别是W1,W2 上的
线性变换,得
σ(kα) = σ (kα1 + kα2) = 2σ1 (kα1)− 3σ2 (kα2) = k (2σ1 (α1)− 3σ2 (α2)) = kσ(α),因此
命题成立。
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例 7.5（大连交通大学, 2014年）在 Pn×n 中定义变换:

σ(X) = AXB +CX +XD
(
∀X ∈ Pn×n,A,B,C,D ∈ Pn×n 取定

)
证明:（1）σ是线性变换。

（2）当 C = D = O时, σ是可逆线性变换的充分必要条件为A,B 都是可逆矩阵。

证明: （1）【解题思路】用线性变换的定义或判别定理。

对 ∀k, l ∈ P, ∀X1, X2 ∈ Pn×n,有

σ (kX1 + lX2) = A (kX1 + lX2)B +C (kX1 + lX2) + (kX1 + lX2)D

= k (AX1B +CX1 +X1D) + l (AX2B +CX2 +X2D)

= kσ (X1) + lσ (X2)

所以 σ是线性变换。
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（2）【解题思路】用可逆线性变换的定义。

因为 C = D = O,所以 σ(X) = AXB, ∀X ∈ Pn×n 。

必要性：因为 σσ−1 (En) = σ
(
σ−1 (En)

)
= A

(
σ−1 (En)

)
B = ı (En) = En,所以A,B

都是可逆矩阵。

充分性：因为A,B 都是可逆矩阵,令 τ(X) = A−1XB−1,所以 τ 是 Pn×n 上的变换,
且对 ∀X ∈ Pn×n,有

στ(X) = σ(τ(X)) = σ
(
A−1XB−1

)
=
(
AA−1

)
X
(
B−1B

)
= X

τσ(X) = τ(σ(X)) = τ(AXB) =
(
A−1A

)
X
(
BB−1

)
= X

所以 στ = τσ = ı,知 σ是可逆线性变换。
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知识点 2：线性变换的运算与矩阵
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例 7.6设 σ是线性空间 R3 的线性变换,满足对任意的 α = (x, y, z) ∈ R3,有

σ(α) = (x+ y, y + z, z + x)

求 σ在基 α1 = (0, 1, 1),α2 = (1, 0, 1),α3 = (1, 1, 0)下的矩阵B 。

解: 【解题思路】用线性变换矩阵的定义或线性变换在不同基下矩阵之间的关系。

方法 1：用线性变换的矩阵的定义。

设
σ (α1) = x11α1 + x12α2 + x13α3

σ (α2) = x21α1 + x22α2 + x23α3

σ (α3) = x31α1 + x32α2 + x33α3
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那么B =

 x11 x21 x31
x12 x22 x32
x13 x23 x33

,且

(α′
1,α

′
2,α

′
3)

 x11 x21 x31
x12 x22 x32
x13 x23 x33

 =
(
σ (α1)

′
, σ (α2)

′
, σ (α3)

′)。
由题设可知 σ (α1) = (1, 2, 1), σ (α2) = (1, 1, 2), σ (α3) = (2, 1, 1),于是(

0 1 1

1 0 1

1 1 0

)(
x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33

)
=

(
1 1 2

2 1 1

1 2 1

)
(20)

由式(20)得

B =

(
x11 x21 x31

x12 x22 x32

x13 x23 x33

)
=

(
0 1 1

1 0 1

1 1 0

)−1(
1 1 2

2 1 1

1 2 1

)
=

(
1 1 0

0 1 1

1 0 1

)
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方法 2：用线性变换在不同基下矩阵之间的关系。

取 R3 的基 ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1),则

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)

 0 1 1

1 0 1

1 1 0



知 ε1, ε2, ε3 到 α1,α2,α3 的过渡矩阵为 T =

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

。
由 σ的定义知 σ (ε1) = (1, 0, 1), σ (ε2) = (1, 1, 0), σ (ε3) = (0, 1, 1),因此

σ (ε1, ε2, ε3) = (ε1, ε2, ε3)

 1 1 0

0 1 1

1 0 1

,得 σ在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为
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A =

 1 1 0

0 1 1

1 0 1

,所以 σ在基 α1,α2,α3 下的矩阵为

B = T−1AT =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 0 1 1

1 0 1

1 1 0


=

 1 1 0

0 1 1

1 0 1
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方法 3：取 R3 的基 ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1),则

(α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

 (21)

由式 (21)得

(ε1, ε2, ε3) = (α1,α2,α3)

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

−1

(22)

由 σ的定义得 σ (α1) = (1, 2, 1), σ (α2) = (1, 1, 2), σ (α3) = (2, 1, 1),所以

σ (α1,α2,α3) = (ε1, ε2, ε3)

 1 1 2

2 1 1

1 2 1

 (23)

76 / 118



由式 (22)与式 (23)得

σ (α1,α2,α3) = (α1,α2,α3)

 0 1 1

1 0 1

1 1 0

−1 1 1 2

2 1 1

1 2 1

 (24)

由式 (24)得 σ在 α1,α2,α3 下的矩阵为 0 1 1

1 0 1

1 1 0

−1 1 1 2

2 1 1

1 2 1

 =

 1 1 0

0 1 1

1 0 1
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例 7.7设 α1,α2,α3 为线性空间 V 的一组基, σ是 V 的线性变换,且

σ (α1) = α1, σ (α2) = α1 +α2, σ (α3) = α1 +α2 +α3

（1）证明：σ是可逆线性变换。

（2）求 2σ − σ−1 在基 α1,α2,α3 下的矩阵。

（1）证明：【解题思路】用有限维线性空间上的线性变换可逆的判别定理。

由题设可知 σ在 V 的基 α1,α2,α3 下的矩阵为

A =

 1 1 1

0 1 1

0 0 1



因为 |A| = 1 6= 0,所以A是可逆矩阵,因此 σ是可逆线性变换。
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（2）解: 2σ − σ−1 在基 α1,α2,α3 下的矩阵为

2A−A−1 =

 2 2 2

0 2 2

0 0 2

−

 1 −1 0

0 1 −1

0 0 1


=

 1 3 2

0 1 3

0 0 1
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例 7.8（天津大学, 2008年）设 R2的线性变换 σ在基 α1 = (1, 2),α2 = (2, 1)下的矩阵

为A1 =

(
1 2

2 3

)
,线性变换 τ 在基 η1 = (1, 1),η2 = (1, 2)下的矩阵为B2 =

(
3 3

2 4

)
。

（1）求 σ + τ 在基底 η1,η2 下的矩阵。

（2）求 στ 在基底 α1,α2 下的矩阵。

（3）设 ξ = (3, 3),求 σ(ξ)在 α1,α2 下的坐标。

（4）求 τ(ξ)在 η1,η2 下的坐标。

解: （1）（2）【解题思路】利用线性变换在不同基下的矩阵之间的关系求出 τ 在基
α1,α2 下的矩阵B1 及 σ在基 η1,η2 下的矩阵A2,则可求出 σ + τ 在基底 η1,η2 下的矩阵
A2 +B2, στ 在基底 α1,α2 下的矩阵A1B1 。
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取 R2 的基 ε1 = (1, 0), ε2 = (0, 1),则

(α1,α2) = (ε1, ε2)

(
1 2

2 1

)
, (η1,η2) = (ε1, ε2)

(
1 1

1 2

)
(25)

由式(25)得

(η1,η2) = (α1,α2)

(
1 2

2 1

)−1(
1 1

1 2

)
= (α1,α2)

(
1
3 1
1
3 0

)
(26)

由式(26)得

(α1,α2) = (η1,η2)

(
1
3 1
1
3 0

)−1

= (η1,η2)

(
0 3

1 −1

)
(27)

81 / 118



分别由式 (26)、式(27)知 α1,α2 到 η1,η2 的过渡矩阵 T =

(
1
3 1
1
3 0

)
,η1,η2 到 α1,α2 的过

渡矩阵 T−1 =

(
0 3

1 −1

)
,于是 σ在基 η1,η2 下的矩阵为

A2 = T−1A1T =

(
0 3

1 −1

)(
1 2

2 3

)(
1
3 1
1
3 0

)
=

(
5 6

− 2
3 −1

)
τ 在基 α1,α2 下的矩阵为

B1 = TB2T
−1 =

(
1
3 1
1
3 0

)(
3 3

2 4

)(
0 3

1 −1

)
=

(
5 4

1 2

)
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（1）σ + τ 在基底 η1,η2 下的矩阵为

A2 +B2 =

(
5 6

− 2
3 −1

)
+

(
3 3

2 4

)
=

(
8 9
4
3 3

)

（2）στ 在基底 α1,α2 下的矩阵为

A1B1 =

(
1 2

2 3

)(
5 4

1 2

)
=

(
7 8

13 14

)
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（3）【解题思路】因为已经知道 σ在基 α1,α2 下的矩阵A1 =

(
1 2

2 3

)
,所以只需需基

α1,α2 下的坐标。

因为 ξ = (3, 3) = (ε1, ε2)

(
3

3

)
= (α1,α2)

(
1 2

2 1

)−1(
3

3

)
= (α1,α2)

(
1

1

)
,所

以 ξ在基 α1,α2 下的坐标为
(

1

1

)
。又 σ在基 α1,α2 下的矩阵A1 =

(
1 2

2 3

)
,于是

σ(ξ)在 α1,α2 下的坐A1

(
1

1

)
=

(
1 2

2 3

)(
1

1

)
=

(
3

5

)
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（4）解题思路与（3）相同。

因为 ξ = (3, 3) = (ε1, ε2)

(
3

3

)
= (η1,η2)

(
1 1

1 2

)−1(
3

3

)
= (η1,η2)

(
3

0

)
,所以

ξ在基 η1,η2�坐标为
(

3

0

)
。又 τ 在基 η1,η2 下的矩阵B2 =

(
3 3

2 4

)
,于是 τ(ξ)在

η1,η2 下的坐标为B2

(
3

0

)
=

(
3 3

2 4

)(
3

0

)
=

(
9

6

)
。
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例 7.9试求矩阵A =


3 −1 0 0

1 1 0 0

3 0 5 −3

4 −1 3 −1

的特征值与相应的特征向量,矩阵A是否可

对角化? 为什么?

解: 由于

fA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− 3 1 0 0

−1 λ− 1 0 0

−3 0 λ− 5 3

−4 1 −3 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ λ− 3 1

−1 λ− 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ λ− 5 3

−3 λ+ 1

∣∣∣∣ = (λ− 2)4,

所以A的特征值为 2, 2, 2, 2。
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解齐次线性方程组 (2E4 −A)x = 0,得其一个基础解系 η1 =


1

1

−1

0

 ,η2 =


1

1

0

1

,

所以矩阵A的属于特征值 2的全部特征向量为 k1η1 + k2η2,其中 k1, k2 为任意不全为零的
常数 (复数)。因为矩阵A只有一个不同的特征值就是 2 ,而特征值 2的代数重数为 4,几何
重数为 4‐r (2E4 −A) = 2 < 4,因此矩阵A不能对角化。
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例 7.10设 σ是线性空间 R3 的线性变换,满足对任意的 α = (x, y, z) ∈ R3,有

σ(α) = (x+ y, y + z, z + x)

（1）求 σ的特征值与相应的线性无关特征向量。

（2）σ是否可对角化? 为什么?

解:（1）取 R3 的基 ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1),由 σ的定义知

σ (ε1) = (1, 0, 1), σ (ε2) = (1, 1, 0), σ (ε3) = (0, 1, 1) (28)
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由式(28)有 σ (ε1, ε2, ε3) = (ε1, ε2, ε3)

 1 1 0

0 1 1

1 0 1

,得 σ在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为

A =

 1 1 0

0 1 1

1 0 1

,于是 σ的特征多项式为

fσ(λ) = fA(λ) = |λE3 −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0

0 λ− 1 −1

−1 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)
(
λ2 − λ+ 1

)
(29)

由式 (29)知 σ只有一个特征值 2。对特征值 2 ,解齐次线性方程组 (2E3 −A)x = 0,得其一

个基础解系 η =

 1

1

1

,于是对特征值 2得其线性无关的特征向量

γ = (ε1, ε2, ε3)η = (ε1, ε2, ε3)

 1

1

1

 =

 1

1

1

。
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（2）由（1）知 σ的特征多项式的根不都是 σ的特征值,所以 σ不存在 3个线性无关的
特征向量 (或 σ的线性无关的特征向量的个数达不到 3个),因此 σ不能对角化。
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例 7.11已知矩阵A = PQ,其中 P =

 1

2

1

 ,Q = (2,−1, 2),求矩阵A,A2,A100 。

解：

A = PQ =

 1

2

1

 (2, −1, 2) =

 2 −1 2

4 −2 4

2 −1 2


fA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 2 1 −2

−4 λ+ 2 −4

−2 1 λ− 2

∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 2)

因此A的特征值为 0, 0, 2。

92 / 118



对A的特征值 0,解齐次线性方程组 (0E3 −A)x = 0,得其一个基础解系 η1 =

 1

2

0

,

η2 =

 0

2

1

。

对A的特征值 2,解齐次线性方程组 (2E3 −A)x = 0,得其一个基础解系 η3 =

 1

2

1


。令 T = (η1,η2,η3) =

 1 0 1

2 2 2

0 1 1

,则
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T−1 =

 0 1
2 −1

−1 1
2 0

1 − 1
2 1

 ,T−1A =

 0 0 0

0 0 0

0 0 2

。于是

A2 = T

 0 0 0

0 0 0

0 0 2

2

T−1 =

 4 −2 4

8 −4 8

4 −2 4



A100 = T

 0 0 0

0 0 0

0 0 2

100

T−1 =

 2100 −299 2100

2101 −2100 2101

2100 −299 2100
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例 7.12设 V 是数域 P 上的 3维线性空间

τ : V → V, x1α1 + x2α2 + x3α3 7→ (x1 + x2)α1 + (x1 + x2)α2 线性变换

问 τ 是否可对角化? 如果可对角化,求 V 的一组菖并求 α1,α2,α3 到该基的过渡矩阵 T 。

解: 由 τ 的定义知

τ (α1) = α1 +α2, τ (α2) = α1 +α2, τ (α3) = 0 (30)

由式 (30)得 τ 在基 α1,α2,α3 下的矩阵A =

 1 1 0

1 1 0

0 0 0

,于是 τ 的特征多项式为

fτ (λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 −1 0

−1 λ− 1 0

0 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ2(λ− 2) (31)
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由式(31)知 τ 的特征值为 0, 0, 2。

对 τ 的特征值 0 ,解齐次线性方程组 (0E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η1 =

 1

−1

0

, η2 =

 0

0

1


令 γ1 = (α1,α2,α3)η1 = α1 −α2,γ2 = (α1,α2,α3)η2 = α3,那么 γ1,γ2 就是 τ 的属

于其特征值 0的线性无关特征向量。

对 τ 的特征值 2 ,解齐次线性方程组 (2E3 −A)x = 0,得其一个基础解系 η3 =

 1

1

0


。令 γ3 = (α1,α2,α3)η3 = α1 +α2,则 γ3 是 τ 的属于其特征值 2的线性无关的特征向量。

96 / 118



于是 τ 有 3个线性无关特征向量 γ1,γ2,γ3,因此 τ 能够对角化,且 γ1,γ2,γ3 是 V 的一

组基, τ 在基 γ1,γ2,γ3 下的矩阵是对角矩阵

 0

0

2

 ( 因

τ (γ1) = 0, τ (γ2) = 0, τ (γ3) = 2γ3),而 (γ1,γ2,γ3) = (α1,α2,α3)

 1 0 1

−1 0 1

0 1 0

令

T = (η1,η2,η3) =

 1 0 1

−1 0 1

0 1 0


那么 T 就是所求的过渡矩阵。
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例 7.13设矩阵A =

 1 −6 −3

0 −5 −3

0 6 4

。
（1）求矩阵A的全部特征值和特征向量。

（2）矩阵A是否可对角化? 若可对角化,求可逆矩阵 T ,使得 T−1AT 为对角矩阵。

解: （1）fA(λ) = |λE3 −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 6 3

0 λ+ 5 3

0 −6 λ− 4

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ+ 2),所以A的

特征值为 1, 1,−2
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对A的特征值 1 ,解齐次线性方程组 (1E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η1 =

 1

0

0

, η2 =

 0

1

−2

,于是矩阵A的属于特征值 1的全部特征向量为

k1η1 + k2η2 =

 k1
k2

−2k2

 (32)

式 (32)中的 k1, k2 为不全为零的任意常数。
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对A的特征值 −2,解齐次线性方程组 (−2E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η3 =

 1

1

−1

，于是矩阵 A的属于特征值 −2的全部特征向量为

k3η3 =

 k3
k3
−k3

 (33)

式 (33)中的 k3 为不为零的任意常数。
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（2）因为矩阵A有 3个线性无关特征向量,所以矩阵A可对角化。令

T = (η1,η2,η3) =

 1 0 1

0 1 1

0 −2 −1



那么 T 是可逆矩阵,且 T−1AT =

 1

1

−2

为对角矩阵。
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例 7.14（浙江大学, 2014年）已知A =

(
O En

En O

)
,问A是否可对角化并给出理

由。若A可对角化为 C ,给出可逆矩阵 P ,使得 P−1AP = C 。

解:

fA(λ) =

∣∣∣∣ λEn −En

−En λEn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ λEn −En

O λEn − 1
λEn

∣∣∣∣ = |λEn|
∣∣λEn − 1

λEn

∣∣ = ∣∣λ2En −En

∣∣
所以A的全部特征值为 λ1 = λ2 = · · · = λn = 1, λn+1 = λn+2 = · · · = λ2n = −1。

对 λ1 = λ2 = · · · = λn = 1,解齐次线性方程组 (1E2n −A)x = 0，得其一个基础解系

η1 = ε1 + εn+1,η2 = ε2 + εn+2, · · · ,ηn = εn + ε2n (34)

式 (34)中的 εi = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)(i = 1, 2, · · · , 2n)是 2n维单位向量。

对 λn+1 = λn+2 = · · · = λ2n = −1,解齐次线性方程组 (−1E2n −A)x = 0得其一个基
础解系

ηn+1 = ε1 − εn+1,ηn+2 = ε2 − εn+2, · · · ,η2n = εn − ε2n (35)
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式 (35)中的 εi = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)(i = 1, 2, · · · , 2n)是 2n维单位向量。由式 (7.34)、式
(7.35)知A有 2n个线性无关的特征向量 η1,η2, · · · ,ηn,ηn+1,ηn+2, · · · ,η2n,所以A可对
角化,且可逆矩阵

P =(η1,η2, · · · ,ηn,ηn+1,ηn+2, · · · ,η2n)

P−1AP =

(
En 0

O −En

)
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例 7.15 (苏州大学, 2005年)设A =

 1 0 2

10 −3 5

4 0 −1

 , λ0 是A最大的特征值,求A

的属于 λ0 的特征子空间的基。

解: fA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 −2

−10 λ+ 3 −5

−4 0 λ+ 1

∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 3)2(λ− 3),所以A最大的特征值为 3。

对A最大的特征值 3 ,解齐次线性方程组 (3E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η1 =

 2

5

2

, η1 也是A的属于其最大特征值 3的特征子空间的基。
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例 7.16（浙江大学, 2006年)设矩阵

A =

 3 2 2

2 3 2

2 2 3

 ,P =

 0 1 0

1 0 1

0 0 1

 ,B = P−1A∗P+ 2E3,求B 的特征值与特征向量。

解：【解题思路】因为B = P−1A∗P + 2E3 = P−1 (A∗ + 2E3)P ,所以先求出A的特
征值和特征向量,接着求出A∗,进而求出A∗ + 2E3 的特征值和特征向量,最后求出B 的特
征值和特征向量。

先求A的特征值和特征向量。

知A的特征值为 1, 1, 7。

fA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −2 −2

−2 λ− 3 −2

−2 −2 λ− 3

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)2(λ− 7)
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对A的特征值 1,解齐次线性方程组 (1E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η1 =

 −1

1

0

, η2 =

 −1

0

1

 , η1,η2 就是A的属于特征值 1的线性无关特征向量。

对A的特征值 7,解齐次线性方程组 (7E3 −A)x = 0,得其一个基础解系

η3 =

 1

1

1

 ,η3 就是A的属于特征值 7的线性无关特征向量。

再求A∗,A∗ + 2E3 的特征值和特征向量。

因为 |A| =

∣∣∣∣∣∣
3 2 2

2 3 2

2 2 3

∣∣∣∣∣∣ = 7

∣∣∣∣∣∣
1 0 0

1 1 0

1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 7,所以A∗ 的特征值为 7
1 = 7, 71 = 7, 77 = 1,

进而知A∗ +2E3的特征值为 7+ 2 = 9, 7+ 2 = 9, 1+ 2 = 3,A∗ +2E3的属于特征值 9的线
性无关特征向量为 η1,η2,A

∗ + 2E3 的属于特征值 3的线性无关特征向量为 η3 。

最后求B 的特征值和特征向量。
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因为B 与A∗ + 2E3 相似,所以B 的特征值为 9, 9, 3,B 的属于特征值 9的线性无关特

征向量为 P−1η1 =

 1

−1

0

 ,P−1η2 =

 −1

−1

1

,所以B 的属于特征值 9的全部特征向量

为

k1P
−1η1 + k2P

−1η2 =

 k1 − k2
−k1 − k2

k2

 (36)

式 (36)中的 k1, k2 为任意两个不全为零的常数。
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B 的属于特征值 3的线性无关特征向量为 P−1η3 =

 0

1

1

,所以B 的属于特征值 3

的全部特征向量为

k3P
−1η3 =

 0

k3
k3

 (37)

式 (37)中的 k3 为任意不为零的常数。

108 / 118



内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间



例 7.17设 V 是数域 P 上的 3维线性空间, α1,α2,α3 为它的一组基。线性变换求 τ 的
核 τ−1(0)和值域 τV 。

τ : V → V, x1α1 + x2α2 + x3α3 7→ 2x1α1 + 3x2α2 + 4x3α3

解: 由 τ 的定义知 τ (α1)

为

 2 0 0

0 3 0

0 0 4

,而

 2 0 0

0 3 0

0 0 4

是可逆矩阵,所以 τ 是 V 上的可逆线性变换,知

τ−1(0) = {0}, τV = V 。
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例 7.18 (大连交通大学, 2014年）设 σ是 R3 的线性变换,且

σ (x1, x2, x3) = (x1 + 2x2 − x3, x2 + x3, x1 + x2 − 2x3)

求:（1）值域 σR3 及它的一组基和维数。

（2）核 σ−1(0)及它的一组基和维数。

解：取 R3 的一组基 ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1),由 σ的定义知

σ (ε1) = (1, 0, 1), σ (ε2) = (2, 1, 1), σ (ε3) = (−1, 1,−2)

得 σ在基 ε1, ε2, ε3 下的矩阵为A =

 1 2 −1

0 1 1

1 1 −2

。
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（1）σR3 = L (σ (ε1) , σ (ε2) , σ (ε3)),因为A =

 1 2 −1

0 1 1

1 1 −2

→

 1 2 −1

0 1 1

0 0 0

,所

以

 1

0

1

,

 2

1

1

为A的列向量组的一个极大线性无关组,因此

σ (ε1) = (1, 0, 1), σ (ε2) = (2, 1, 1)为 σR3 的一组基,进而知

σR3 = {(k1 + 2k2, k2, k1 + k2) | k1, k2 ∈ R} , dim
(
σR3

)
= 2
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（2）因为A =

 1 2 −1

0 1 1

1 1 −2

→

 1 2 −1

0 1 1

0 0 0

→

 1 0 −3

0 1 1

0 0 0

,得齐次线性方

程组Ax = 0的一个基础解系 η =

 3

−1

1

,进而得 σ−1(0)的一组基

(ε1, ε2, ε3)

 3

−1

1

 = (3,−1, 1),因此

σ−1(0) = {(3k,−k, k) | k ∈ R}, dim
(
σ−1(0)

)
= 1
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、线性变换的概念与判别

二、线性变换的运算、矩阵

三、特征值、特征向量与对角矩阵

四、线性变换的值域与核

五、线性变换的不变子空间

2 典型例题

知识点 1：线性变换的定义

知识点 2：线性变换的运算与矩阵

知识点 3：特征值、特征向量与对角矩阵

知识点 4：线性变换的值域与核

知识点 5：不变子空间



例 7.19设实数域 R上的 2维线性空间 V 的线性变换 σ在 V 的一组基 α1,α2 下的矩阵

为A =

(
0 1

1− a 0

)
,求 σ的所有不变子�间。

解: {0}, V 是 σ的两个不变子空间。

设W 是 σ的任意一个不等于 {0}, V 的不变子空间,因为 dimV = 2,所以 dimW = 1。
设 α为W 的一组基,那么W = {kα | k ∈ R}。因为W 是 σ的不变子空间,所以
σ(α) ∈W ,于是存在 λ0 ∈ R,使得 σ(α) = λ0α,因此 α是 σ的属于特征值 λ0 的特征向量,
知W 是 σ的特征子空间的 1维子空间,因此下面求 σ的特征子空间。

因为 fσ(λ) = fA(λ) =

∣∣∣∣ λ −1

−1 + a λ

∣∣∣∣ = λ2 − (1− a),所以

（1）当 a > 1时, σ没有特征值,因此此时 σ只有两个不变子空间 {0}, V。

（2）当 a < 1时, σ有两个不同的特征值 λ1 =
√
1− a, λ2 = −

√
1− a,下面求 σ的特征

子空间 Vλ1
, Vλ2

（它们都是 1维的。
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1) 求 σ的属于特征值 λ1 =
√
1− a的特征子空间 Vλ1 。

对特征值 λ1 =
√
1− a,解齐次线性方程组

(√
1− aE2 −A

)
x = 0,得其一个基础解系

η1 = (1,
√
1− a)′,进而得到 Vλ1

的一组基 (α1,α2)η1 = α1 +
√
1− aα2,于是 Vλ1

=

L
(
α1 +

√
1− aα2

)
=
{
k
(
α1 +

√
1− aα2

)
| k ∈ R

}
2) 求 σ的属于其特征值 λ2 = −

√
1− a的特征子空间 Vλ2

。
对特征值 λ2 = −

√
1− a,解齐次线性方程组

(
−
√
1− aE2 −A

)
x = 0,得其一个基础解

系 η1 = (1,−
√
1− a)′,进而得到 Vλ1

的一组基 (α1,α2)η1 = α1 −
√
1− aα2,于是

Vλ2 = L
(
α1 −

√
1− aα2

)
=
{
k
(
α1 −

√
1− aα2

)
| k ∈ R

}
。

因此当 a < 1时, σ有四个不变子空间 {0}, V, Vλ1
, Vλ2

。

（3）当 a = 1时, σ有两个相同的特征值 λ1 = λ2 = 0,下面求 σ的特征子空间 Vλ=0 。

对特征值 0 ,解齐次线性方程组 (0E2 −A)x = 0,得其一个基础解系 η3 = (1, 0)′,进而
得到 Vλ=0 的一组基 (α1,α2)η3 = α1,于是 Vλ=0 = L (α1) = {kα1 | k ∈ R}。

因此当 a = 1时, σ有三个不变子空间 {0}, V, Vλ=0 。
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例 7.20设 σ是实数域 R上的 3维线性空间 V 的一个线性变换,对 V 的一组基
α̇1,α2,α3,有
σ (α1) = 3α1 + 6α2 + 6α3, σ (α2) = 4α1 + 3α2 + 4α3, σ (α3) = −5α1 − 4α2 − 6α3,设
τ = σ3 − 5σ,求 τ 的一个非平凡的不变�空间。

解：【解题思路】若 λ为 σ的特征值, α为 σ的属于其特征值 λ的特征向量,则 λ3 − 5λ

就是 τ 的特征值, α为 τ 的属于特征值 λ3 − 5λ的特征向量,进而 L(α)就是 τ 的一个非平凡
的不变子空间,因此先求 σ的特征值与相应的特征向量。

σ在基 α1,α2,α3 下的矩阵为A =

 3 4 −5

6 3 −4

6 4 −6

,于是 σ的特征多项式为

fσ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ− 3 −4 5

−6 λ− 3 4

−6 −4 λ+ 6

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 3)
(
λ2 + 3λ+ 4

)
所以 3 是 σ的特征值,于是 33 − 5 · 3 = 12是 τ 的特征值。
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对 σ的特征值 3 ,解齐次线性方程组 (3E3 −A)x = 0,得其一个基础解系 η =

 8

15

12

,

于是 α = 8α1 + 15α2 + 12α3 为 σ的属于特征值 3的线性无关特征向量,进而
α = 8α1 + 15α2+ 12α3 为 τ 的属于其特征值 12 的线性无关特征向量,因此得到 τ 的一个
非平凡的不变子空间 Vλ=12 = {aα | a ∈ R}。
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