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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离
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欧几里得空间

设 V 是实数域 R 上的线性空间，在 V 上定义了一个二元实函数，称为内积，记为
(α,β),它具有以下性质：

对任意的 α,β,γ ∈ V ,任意的 k ∈ R,

(1) (α,β) = (β,α)

(2) (kα,β) = k(α,β);
(3) (α+ β,γ) = (α,γ) + (β,γ);
(4) (α,α) ≥ 0,当且仅当 α = 0时 (α,α) = 0。

这样的线性空间 V 称为欧几里得空间。
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注：

（1）实数域上同一线性空间 V 中,定义的内积不同,得到不同的欧几里得空间。

（2）在欧几里得空间中,向量 α = 0与 (α,α) = 0是等价命题,这个命题给出欧几里得
空间中证明向量为零向量的方法。

（3）设 α ∈ V ,则 α = 0的充分必要条件为对 ∀β ∈ V ,有 (α,β) = 0。

（4）欧几里得空间 Rn 的内积（如无特殊说明）指的是,对 Rn 中任意

α = (a1, a2, · · · , an) , β = (b1, b2, · · · , bn)
(α,β) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn
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向量的长度

设 V 是任一欧几里得空间。

（1）对任意向量 α ∈ V ,将非负实数
√
(α,α)称为向量 α的长度,记为 |α|,且显然有

|kα| = |k||α|, ∀k ∈ R

（2）长度为 1的向量称为单位向量。任取 0 ̸= α ∈ V ,得单位向量 1
|α|α,称为对向量 α

单位化。

（3）柯西‐布涅科夫斯基不等式: 对任意向量 α,β ∈ V ，有

|(α,β)| ⩽ |α||β| (1)

在式(1)中,当旦仅当 α,β线性相关时，等号才成立。
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非零向量的夹角

在欧几里得空间 V 中,

（1）非零向量 α,β的夹角 ⟨α,β⟩规定为

⟨α,β⟩ = arccos (α,β)

|α||β|
, 0 ⩽ ⟨α,β⟩ ⩽ π

（2）如果 (α,β) = 0,称 α,β正交或垂直,记作 α ⊥ β。

（3）如果向量 α1,α2 正交，那么

|α1 +α2|2 = |α1|2 + |α2|2 (2)

式(2)被称为勾股定理,且可推广为：若 α1,α2, · · · ,αm 两两正交,那么

|α1 +α2 + · · ·+αm|2 = |α1|2 + |α2|2 + · · ·+ |αm|2 (3)
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向量间的距离

设 V 是一个欧几里得空间, α,β,γ ∈ V 。

1）距离的定义

将 |α− β|称向量 α与 β的距离，记为 d(α,β)。

2）距离的性质

（1）d(α,β) = d(β,α)

（2）d(α,β) ⩾ 0,并且仅当 α = β时等号成立

（3）d(α,β) ⩽ d(α,γ) + d(γ,β)（三角不等式）
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正交组

1）正交组的定义

欧几里得空间 V 中一组非零向量（向量组中每个向量都不是零向量）,如果它们两两正
交，称之为一个正交向量组，简称为正交组。

2）正交组的性质

性质 1：单个非零向量所组成的向量组是正交组。

性质 2：正交组线性无关,因而 n维欧几里得空间中,两两正交的非零向量不能超过 n

个。
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正交基与标准正交基

1）正交基与标准正交基的定义

n维欧几里得空间 V 中,由 n个向量组成的正交向量组称为正交基；由单位向量组成的
正交基称为标准正交基。

2）正交组与正交基的关系

n维欧几里得空间的任一正交组都能扩充成一组正交基。

3）标准正交基的判别

设 ε1, ε2, · · · , εn 是 n维欧几里得空间 V 的一组基,则下列条件等价。

（1）ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的标准正交基。

（2）(εi, εj) =

{
0, i ̸= j

1, i = j
。
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（3）对 ∀α ∈ V ,有 α = (α, ε1) ε1 + (α, ε2) ε2 + · · ·+ (α, εn) εn 。

（4）任取 V 中向量 α = x1ε1 + x2ε2 + · · ·+ xnεn, β = y1ε1 + y2ε2 + · · ·+ ynεn,有

(α,β) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

4）标准正交基的求法

由 n维欧几里得空间的任意一组基,都可用施密特正交化方法得到一组标准正交基,具
体过程如下。

设 α1,α2, · · · ,αn 为 n维欧几里得空间 V 的一组基。
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第一步：正交化。令

β1 = α1

β2 = α2 −
(α2,β1)

(β1,β1)
β1

· · · · · ·

βn = αn − (αn,β1)

(β1,β1)
β1 − · · · − (αn,βn−1)

(βn−1,βn−1)
βn−1

第二步：单位化。令 ηi =
βi

|βi| (i = 1, 2, · · · , n)。故 η1,η2, · · · ,ηn 就是 V 的一组标准
正交基。

注：对如上得到的标准正交基 η1,η2, · · · ,ηn,有

L (η1,η2, · · · ,ηi) = L (α1,α2, · · · ,αi) , (i = 1, 2, · · · , n)

13 / 85



标准正交基与正交矩阵

1）正交矩阵的定义

设A是 n级实方阵，若A′A = En,则称A为正交矩阵。

2）正交矩阵的性质及判别

（1）设A为正交矩阵,则A可逆,且A−1,A′,A∗ 均为正交矩阵。

（2）两个 n级正交矩阵的乘积仍是正交矩阵。

（3）正交矩阵的实特征值为 ±1。

（4）设A是 n级实方阵,则A为正交矩阵当且仅当A的行向量组及列向量组都是欧几
里得空间 Rn 的标准正交基。
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3）标准正交基与正交矩阵

在 n维欧几里得空间 V 中,由标准正交基到标准正交基的过渡矩阵是正交矩阵；

反过来,如果第一组基是标准正交基,同时过渡矩阵是正交阵,那么第二组基也是标准正
交基。
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基的度量矩阵的定义

设 α1,α2, · · · ,αn 是 n维欧几里得空间 V 的一组基,矩阵

G (α1,α2, · · · ,αn) =


(α1,α1) (α1,α2) · · · (α1,αn)

(α2,α1) (α2,α2) · · · (α2,αn)
...

...
...

(αn,α1) (αn,α2) · · · (αn,αn)

 (4)

称为基 α1,α2, · · · ,αn 的度量矩阵。
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基的度量矩阵的性质

性质 1：任取 n维欧氏空间 V 的一组基 ξ1, ξ2, · · · , ξn,对 V 中任意两个向量
α = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·+ xnξn, β = y1ξ1 + y2ξ2 + · · ·+ ynξn,有

(α,β) = (x1, x2, · · ·xn)G (ξ1, ξ2, · · · , ξn)


y1
y2
...

yn

 (5)

由式 (5)可见,给出基的度量矩阵及向量在该基下的坐标之后,任意两个向量的内积随之确定,
这也是引入基的度量矩阵的意义所在。

性质 2：设欧几里得空间 V 的两组基 ξ1, ξ2, · · · , ξn 与 η1,η2, · · · ,ηn 的度量矩阵分别
为A,B,且 (η1,η2, · · · ,ηn) = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)C ,则B = C ′AC ,即欧几里得空间不同基的
度量矩阵彼此是合同的。
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性质 3：（1）基的度量矩阵是正定矩阵,特别地,标准正交基的度量矩阵是单位矩阵。

（2）设A是任 n级正定矩阵,则A可看成 n维欧几里得空间某个基的度量矩阵。

证明：由内积的定义、式(5)及标准正交基的定义知（1）成立。

下面证明（2）成立。因为A是 n级正定矩阵,所以它与 n级单位矩阵合同。令
A = C ′C, |C| ̸= 0。

任取 V 的一组标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn,由（1）知,其度量矩阵是单位矩阵。令
(α1,α2, · · · ,αn) = (ε1, ε2, · · · , εn)C ,由性质 2知，基 α1,α2, · · · ,αn 的度量矩阵为
C ′EC = C ′C = A。
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向量组的格拉姆矩阵

1. 格拉姆矩阵的定义

对欧几里得空间 V 中任一向量组 α1,α2, · · · ,αn （不一定是 V 的基）,称式 (4)中的矩
阵G (α1,α2, · · · ,αn)为向量组 α1,α2, · · · ,αn 的格拉姆矩阵。

2. 格拉姆矩阵的性质

性质 1：格拉姆矩阵具有半正定性。

性质 2：设 ε1, ε2, · · · , εn 是 n维欧几里得空间 V 的标准正交基,而 (α1,α2, · · · ,αn) =

(ε1, ε2, · · · , εn)A,则向量组 α1,α2, · · · ,αn 的格拉姆矩阵

G (α1,α2, · · · ,αn) = A′A (6)

进而有
r (G (α1,α2, · · · ,αn)) = r (A′A) = r(A)
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而 r(A)等于向量组 α1,α2, · · · ,αn 的秩。

G (α1,α2, · · · ,αn) =


(α1,α1) (α1,α2) · · · (α1,αn)

(α2,α1) (α2,α2) · · · (α2,αn)
...

...
...

(αn,α1) (αn,α2) · · · (αn,αn)



=


A′

1EnA1 A′
1EnA2 · · · A′

1EnAn
A′

2EnA1 A′
2EnA2 · · · A′

2EnAn
...

...
...

A′
nEnA1 A′

nEnA2 · · · A′
nEnAn



=


A′

1A1 A′
1A2 · · · A′

1An
A′

2A1 A′
2A2 · · · A′

2An
...

...
...

A′
nA1 A′

nA2 · · · A′
nAn

 =


A′

1
A′

2
...

A′
n

 (
A1 A2 · · · An

)
= A

′
A

知式(6)成立。

结合 r(A) = r (A′A) , (α1,α2, · · · ,αn) = (ε1, ε2, · · · , εn)A及 ε1, ε2, · · · , εn 线性无
关,得向量组 α1,α2, · · · ,αn 线性相关当且仅当 r (G (α1,α2, · · · ,αn)) < n，当且仅当
|G (α1,α2, · · · ,αn)| = 0。
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向量与子空间正交

设 V1 是欧几里得空间 V 的子空间, α ∈ V ,如果对任意的 β ∈ V1,恒有 (α,β) = 0,则称
α与子空间 V1 正交。
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子空间正交

1. 子空间正交的定义

设 V1, V2 是欧几里得空间 V 的两个子空间,若对任意的 α ∈ V1,β ∈ V2,恒有
(α,β) = 0,则称 V1, V2 正交,记为 V1 ⊥ V2 。

2. 生成子空间正交的判别

L (α1,α2, · · · ,αm) ⊥ L (β1,β2, · · · ,βn)当且仅当
αi ⊥ βj(i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2 · · · , n)。

3. 正交子空间的性质

由 V1 ⊥ V2 可知 V1 ∩ V2 = {0},从而 V1 + V2 是直和。

更一般地,如果子空间 V1, V2, · · · , Vs 两两正交，那么 V1 + V2 + · · ·+ Vs 是直和。
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子空间的正交补

设 V1, V2 是欧几里得空间 V 的两个子空间。

1. 子空间正交补的定义

子空间 V2 称为子空间 V1 的一个正交补,如果 V1 ⊥ V2,并且 V1 + V2 = V ,此时 V1 也是
V2 的正交补。

2. 关于子空间正交补需注意的结论

（1）欧几里得空间的每个有限维子空间都存在唯一的正交补,于是 n维欧几里得空间 V

的每一个子空间 V1 都有唯一的正交补,因此将 V1 的正交补记为 V ⊥
1 。

（2）欧几里得空间 V 的子空间 V1 的正交补 V ⊥
1 恰好由 V 中所有与 V1 正交的向量组成

的,即
V ⊥
1 = {α ∈ V | α与V1 正交} = {α ∈ V | (α,β) = 0, ∀β ∈ V1}
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3. 求子空间正交补的常用方法

设W 是 n维欧几里得空间 V 的 r维子空间 (1 ⩽ r < n),求W 正交补的常用方法如下。

方法 1：

第一步：取W 的一组基 α1, · · · ,αr ,扩充为 V 的一组基 α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αn 。

第二步：用施密特正交化方法将 α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αn 化为正交基
β1, · · · ,βr,βr+1, · · · ,βn,则

W =L (β1, · · · ,βr) ,

W⊥ =L (βr+1, · · · ,βn)
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方法 2：若W = L (α1, · · · ,αr),则W⊥ = {α ∈ V | (α,αi) = 0, i = 1, 2, · · · , r}。

于是,若 V 等于 n维欧几里得空间 Rn,则W⊥ 恰为齐次线性方程组


α1

α2

...

αr

x = 0的

解空间。
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正交变换的定义

欧几里得空间 V 的线性变换 σ称为正交变换,如果它保持向量的内积不变,即对任意的
α,β ∈ V ,都有

(σ(α), σ(β)) = (α,β)

注：由此定义可知,正交变换保持任意两个向量的夹角不变,但保持夹角不变的线性变
换不一定是正交变换（例如 k ̸= 1,欧几里得空间 V 的数乘变换 kı : α → kα, ∀α ∈ V ）。
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正交变换的判别

设 σ是欧几里得空间 V 上的线性变换，则下列命题等价。

（1）σ是正交变换。

（2）任给 α ∈ V ,有 |σ(α)| = |α|。

当 V 是 n欧几里得空间时,

（3）若 α1, · · · ,αr,αr+1, · · · ,αn 是标准正交基,则
σ (α1) , · · · , σ (αr) , σ (αr+1) , · · · , σ (αn)也是标准正交基。

（4）σ在任一组标准正交基下的矩阵是正交矩阵。
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正交变换的性质

性质 1：正交变换是可逆的,其逆变换仍是正交变换。

性质 2：同一个欧几里得空间的两个正交变换的乘积是正交变换。

性质 3：有限维欧几里得空间的正交变换的行列式等于 ±1。行列式等于 1的称为第一
类正交变换,行列式等于 −1的称为第二类正交变换。
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对称变换

1. 对称变换的定义

设 V 是一个欧几里得空间, σ是 V 的一个线性变换,若任给 α,β ∈ V ,有
(σ(α),β) = (α, σ(β)),则称 σ为对称变换。

2. 对称变换的性质

性质 1：n ⩾ 1维欧几里得空间的对称变换在任一标准正交基下的矩阵都是实对称矩阵。

性质 2：若 σ是欧几里得空间 V 的对称变换, W 是 σ的不变子空间,则W⊥ 也是 σ的
不变子空间。
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实对称矩阵的对角化

（1）实对称矩阵A的特征值都是实数。

（2）实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量正交。

（3）对任一 n级实对称矩阵A,都存在 n级正交矩阵 P ,使 P ′AP = P−1AP 为对角矩
阵。

（4）若A是正交矩阵，且A的特征值都是实数，则A是对称矩阵。

证明：因为A是正交矩阵,且A的特征值都是实数,所以存在正交阵 T ,使 T−1AT 为
三角矩阵。不妨设 T−1AT 为上三角矩阵,又A,T 是正交矩阵,而正交矩阵的逆矩阵是正交
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矩阵,正交矩阵之积仍是正交矩阵,所以 T−1AT 为正交的上三角矩阵,从而 T−1AT 是主对
角线元素为 1或 −1的对角矩阵。令

T−1AT =


a1

a2
. . .

an

 (7)

式 (7)中的 aj = 1或 −1(j = 1, 2, · · · , n)。有

A = T


a1

a2
. . .

an

T−1 = T


a1

a2
. . .

an

T ′

推出A′ = A,即A是对称矩阵。
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正交线性替换的定义

如果线性替换 
x1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn
x2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn

· · · · · ·
xn = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

(8)

式(8)的系数矩阵 C = (cij)nn 是正交矩阵,称其为正交线性替换,正交线性替换是非退化的。
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正交线性替换与实二次型

任意一个实二次型

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj , aij = aji (i, j = 1, 2, · · · , n) (9)

式(9)都可以经过正交线性替换变成平方和（标准形）

λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · ·+ λny

2
n (10)

式(10)中平方项的系数 λ1, λ2, · · · , λn 就是实二次型 (9)的矩阵A = (aij)nn 的特征多项式的
全部根,也即A的全部特征值。
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反对称变换

1. 反对称变换的定义

设 V 是一个欧几里得空间, σ是 V 的一个线性变换,若任给 α,β ∈ V ,有 (σ(α),β) =

−(α, σ(β)),则称 σ为反对称变换。

2. 反对称变换的性质

（1）反对称变换在任一标准正交基下的矩阵是反对称矩阵。

（2）若 σ是欧几里得空间 V 的反对称变换, W 是 σ的不变子空间,则W⊥ 也是 σ的不
变子空间。

3. 反对称矩阵

（1）实反对称矩阵A的特征值只能是零或纯虚数。

（2）实反对称矩阵A的平方为实对称矩阵,因此A2 在实数域上可对角化。
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共轭变换

1. 共轭变换的定义

设 V 是一个欧氏空间, σ是 V 的一个线性变换,若存在唯一的线性变换 σ∗,使得对 V 中
任意向量 α,β均有 (σ(α),β) = (α, σ∗(β)),称 σ∗ 为 σ的共轭变换。

2. 共轭变换的性质

（1）σ是对称变换的充分必要条件是 σ∗ = σ。

（2）σ是正交变换的充分必要条件是 σσ∗ = σ∗σ = ı（单位变换）。

（3）(σ∗)
∗
= σ◦

（4）(kσ)∗ = kσ∗ ( k为实数)。

（5）(σ1 + σ2)
∗
= σ∗

1 + σ∗
2 。
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（6）(σ1σ2)
∗
= σ∗

2σ
∗
1 。

（7）设 σ为 n维欧几里得空间 V 的一个线性变换,若 σ在 V 的标准正交基
ε1, ε2, · · · , εn 下的矩阵为A,则 σ的共轭变换 σ∗ 在这组基下的矩阵为A′ 。
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非负对称变换

1. 非负对称变换的定义

设 σ是欧几里得空间 V 的一个对称变换,若对 V 中任意向量 α,均有 (σ(α),α) ⩾ 0,则
称 σ为非负对称变换。

2. 非负对称变换的性质

（1）若 σ1, σ2 都是欧几里得空间 V 的非负对称变换, k1, k2 是两个非负实数,则
k1σ1 + k2σ2 也是非负对称变换。

（2）任意线性变换 σ与其共轭变换 σ∗ （若存在）的乘积 σσ∗�σ∗σ都是非负对称变换。

（3）设 σ为 n维欧几里得空间 V 的一个对称变换，则 σ为非负对称变换的充分必要条
件是 σ的特征值都是非负实数。
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正定变换

1. 正定变换的定义

设 σ为 n维欧几里得空间 V 的一个对称变换,若对 V 中任意非零向量 α,均有
(σ(α),α) > 0,则称 σ为正定变换。

2. 正定变换的判别

n维欧几里得空间 V 的对称变换 σ是正定变换的充分必要条件是 σ在 V 的标准正交基
下的矩阵为正定矩阵。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



生成子空间的正交补

设 V 是一个欧几里得空间, α1,α2, · · · ,αk ∈ V , W = L (α1,α2, · · · ,αk),且W⊥ 存在,
则对任意的 α ∈ V,α ∈ W⊥ 当且仅当 α ⊥ αi(i = 1, 2, · · · , k)。
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向量到子空间的距离

设W 是 n维欧几里得空间 V 的一个 t维子空间 (0 < t < n),则对任意的 α ∈ V ,存在
唯一的 β ∈ W ,使得

d(α,β) = |α− β| = min
γ∈W

|α− γ| = min
γ∈W

d(α,γ) (11)

证明：设 ε1, ε2, · · · , εt是W 的标准正交基, εt+1, εt+2, · · · , εn是W⊥的标准正交基,则
ε1, ε2, · · · , εn 是 V 的标准正交基,于是存在唯一的 β ∈ W,η ∈ W⊥,使得

α = β + η

= (α, ε1) ε1 + · · ·+ (α, εt) εt + (α, εt+1) εi+1 + · · ·+ (α, εn) εn
(12)

由式 (12)中 α的分解式的唯一性知 β = (α, ε1) ε1 + · · ·+ (α, εt) εt,
η = (α, εt+1) εt+1 + · · ·+ (α, εn) εn 。
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任取 γ ∈ W ,有 β − γ ∈ W ,而 α− β = η ∈ W⊥,因此有 (α− β,β − γ) = 0。由勾股
定理式 (2)得

|α− γ|2 = |α− β|2 + |β − γ|2 (13)

由式 (13)可得式 (11)。

将式 (11)中的 d(α,β)称为向量 α到子空间W 的距离,向量 β称为向量 α在子空间
W 上的内射影。

注意 α− β = η ∈ W⊥,于是向量到子空间各向量的距离以垂线最短。

45 / 85



最小二乘法问题

线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1sxs − b1 = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2sxs − b2 = 0

· · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ ansxs − bn = 0

(14)

(aij , bi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n; j = 1, 2, · · · , s) 式 (14)可能无解,即任何一组实数

x1, x2, · · · , xs

都可能使

n∑
i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aisxs − bi)
2 (15)
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不等于零。

找一组实数 x0
1, x

0
2, · · · , x0

s 使式 (15)最小,这样的 x0
1, x

0
2, · · · , x0

s 称为线性方程组式 (14)
的最小二乘解，该问题就称为最小二乘解问题。

线性方程组(14)的最小二乘解满足线性方程组

(A′A)x = A′b (16)

式(16)中A = (aij)ns ∈ Rn×s, b = (b1, b2, · · · , bn)′ ∈ Rn, x = (x1, x2, · · · , xs)
′,因此欲求线

性方程组 (14)的最小二乘解,只需求解线性方程组 (16),而线性方程组 (16)总有解。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



欧几里得空间同构的定义

欧几里得空间 V 与 V ′ 称为同构的,如果由 V 到 V ′ 有一个双射 σ,满足

（1）σ(α+ β) = σ(α) + σ(β);

（2）σ(kα) = kσ(α);

（3）(σ(α), σ(β)) = (α,β)。

这里 ∀α,β ∈ V, ∀k ∈ R,这样的映射 σ称为欧几里得空间 V 到 V ′ 的同构映射。
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欧几里得空间同构的判别

有限维欧几里得空间同构的充分必要条件是它们的维数相等。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

例 9.1设实数域 R上的线性空间 V = Rm×n, S 是 n级正定矩阵,对任意X,Y ∈ V ,定
义 (X,Y ) = tr (XSY ′),求证: V 对如上定义的 (X,Y )构成欧几里得空间。

证明: 【解题思路】用欧几里得空间的定义。

（1）如上定义的 (X,Y )是 V 上的一个二元实函数,即 (X,Y )是 V × V 到 R的映射。

（2）由于 (XSY ′)
′
= Y SX ′,于是 tr (XSY ′) = tr (Y SX ′),因此 (X,Y ) = (Y ,X)。

（3）∀k ∈ R, (kX,Y ) = tr (kXSY ′) = k tr (XSY ′) = k(X,Y )。

（4）(X + Y ,Z) = tr ((X + Y )SZ ′) = tr (XSZ ′) + tr (SZ ′) = (X,Z) + (Y ,Z)。
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（5）将X 按行分块为X =


X1

X2

...

Xm

,得

XSSX ′ =


X1

X2

...

Xm

S
(
X ′

1 X ′
2 · · · Xm

′)
)
=

 X1SX
′
1 · · · X1SXm

′

...
...

XmSX ′
1 · · · XmSXm

′


那么

(X,X) = tr (XSX ′) =

m∑
i=1

XiSX
′
i

由 S 是 n级实正定矩阵,知XiSX
′
i ⩾ 0,等号成立当且仅当Xi = 0,因此 (X,X) ⩾ 0,等号

成立当且仅当X1 = X2 = · · · = Xm = 0。也就是说,等号成立当且仅当X = O,所以
(X,Y )是 V 的欧几里得内积,因此 V 对 (X,Y )构成欧几里得空间。
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例 9.2 n维欧几里得空间 V 中,向量 α,β的内积记为 (α,β), σ为 V 的线性变换,若规定
二元函数 ⟨α,β⟩ = (σ(α), σ(β)),问 ⟨α,β⟩是否为内积?

解:【解题思路】用内积定义。

当 σ为非可逆变换时,存在 γ ̸= 0,而 σ(γ) = 0,即有 γ ̸= 0,而 ⟨γ,γ⟩ =
(σ(γ), σ(γ)) = 0,此时 ⟨α,β⟩不为内积。

当 σ为可逆变换时,对任意 α ∈ V ,有 ⟨α,α⟩ = 0当且仅当 (σ(α), σ(α)) = 0,当且仅当
σ(α) = 0,当且仅当 α = 0,且 ⟨α,α⟩ = (σ(α), σ(α)) ⩾ 0。

对 ∀α,β,α1,α2 ∈ V, ∀k ∈ R,有
⟨α,β⟩ = (σ(α), σ(β)) = (σ(β), σ(α)) = ⟨β,α⟩

⟨kα,β⟩ = (σ(kα), σ(β)) = (kσ(α), σ(β)) = k(σ(α), σ(β)) = k⟨α,β⟩
⟨α1 +α2,β⟩ = (σ (α1 +α2) , σ(β)) = (σ (α1) + σ (α2) , σ(β))

= (σ (α1) , σ(β)) + (σ (α2) , σ(β)) = ⟨α1,β⟩+ ⟨α2,β⟩

所以 ⟨α,β⟩构成 V 的内积。

54 / 85



例 9.3设A是 n级正定矩阵, α,β是任意 n维实列向量,证明:

(α′β)
2 ⩽ (α′Aα)

(
β′A−1β

)
证明: 由A正定,存在可逆实矩阵 C ,使得A = C ′C 。在 n维欧几里得空间 Rn 中,由

柯西‐布涅柯夫斯基不等式,得

(α′Aα)
(
β′A−1β

)
= (α′C ′Cα)

(
β′C−1 (C ′)

−1
β
)

= (Cα,Cα)
((

C−1
)′
β,

(
C−1

)′
β
)

⩾
(
Cα,

(
C−1

)′
β
)2

=
(
α′C ′ (C−1

)′
β
)2

= (α′β)
2

55 / 85



例 9.4设 V 是 n维欧几里得空间, α1,α2, · · · ,αn是 V 的一组基,证明: 对于任意 n个实
数 b1, b2, · · · , bn,恰有一个向量 α ∈ V ,使 (α,αi) = bi(i = 1, 2, · · · , n)。

证明: ∀b1, b2, · · · , bn ∈ R,设 α = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn 满足
(α,αi) = bi(i = 1, 2, · · · , n)。分别用 α1,α2, · · · ,αn 与等式
α = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn 两边作内积得

(α1,α1)x1 + (α1,α2)x2 + · · ·+ (α1,αn)xn = b1
(α2,α1)x1 + (α2,α2)x2 + · · ·+ (α2,αn)xn = b2

· · · · · ·
(αn,α1)x1 + (αn,α2)x2 + · · ·+ (αn,αn)xn = bn

(17)

线性方程组 (17)的系数阵为基 α1,α2, · · · ,αn 的度量阵,它是一个正定矩阵,行列式大于 0 ,
所以方程组有唯一解,命题得证。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

例 9.5 R表示实数域,在欧几里得空间 R4 = {(a1, a2, a3, a4) | ai ∈ R}中,其内积

((a1, a2, a3, a4) , (b1, b2, b3, b4)) =
4∑

i=1

aibi

令 α1 = (1, 0, 0, 0),α2 =
(
0, 1

2 ,
1
2 ,

1√
2

)
,求 α3,α4 ∈ R4,使 α1,α2,α3,α4 为 R4 的标准正交

基。

解: 令 α3 = (x1, x2, x3, x4),由 (α1,α3) = 0, (α2,α3) = 0,得{
x1 = 0
1
2x2 +

1
2x3 +

1√
2
x4 = 0

(18)

解齐次线性方程组 (18)并注意到 |α3| = 1,得 α3 =
(
0, 1√

2
,− 1√

2
, 0
)
。
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再令 α4 = (y1, y2, y3, y4),由 (αi,α4) = 0(i = 1, 2, 3),以及 |α4| = 1,得
α4 = 1

2 (0,−1,−1,
√
2),则 α1,α2,α3,α4 为 R4 的一组标准正交基。
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例 9.6证明: 每个非奇异实矩阵A必可表示为一个正定矩阵B 与一个正交矩阵Q的乘
积,即

A = BQ

证明: 由A是非奇异实矩阵,得AA′ 正定,于是存在正定矩阵B,使AA′ = B2 。

令B (A′)
−1

= Q,则A = BQ,而QQ′ = E,所以Q正交。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 3: 子空间的正交、正交补

例 9.7设A = (aij)nn 是 n级可逆实矩阵, A的第一行元素组成的行向量为
α = (a11, a12, · · · , a1n) , V = L(α)是欧几里得空间 Rn 的子空间,求 V 在 Rn 中的正交补
V ⊥ 。

解: 因为A = (aij)nn 是 n级可逆实矩阵,所以存在正整数 k(1 ⩽ k ⩽ n),使得 a1k ̸= 0。
而

V ⊥ = {β | β ∈ Rn, (β,α) = 0}

所以，若令 β = (x1, x2, · · · , xn),则 V ⊥ 恰好为齐次线性方程组

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0 (19)
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的解空间,解齐次线性方程组 (19),得到其一个基础解系为

β1 =
(
1, 0, · · · , 0,− a11

a1k
, 0, · · · , 0

)
· · · · · ·

βk−1 =
(
0, · · · , 0, 1,−a1k−1

a1k
, 0, · · · , 0

)
βk =

(
0, · · · , 0,−a1k+1

a1k
, 1, 0, · · · , 0

)
· · · · · ·

βn−1 =
(
0, · · · 0,−a1n

a1k
, 0, · · · , 0, 1

)
于是 V ⊥ = L (β1,β2, · · · ,βn−1),且 dimV ⊥ = n− 1。
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例 9.8在 n维欧几里得空间 Rn 中,定义向量 α = (a1, a2, · · · , an), β = (b1, b2, · · · , bn)
正交为

∑n
i=1 aibi = 0。证明: 若 α1,α2, · · · ,αn−1 是 Rn 中 n− 1个线性无关的向量,而向

量 β1,β2 分别与 α1,α2, · · · ,αn−1 正交,则 β1,β2 线性相关。

证明：令 V1 = L (α1,α2, · · · ,αn−1),则 dimV1 = n− 1,所以 dimV ⊥
1 = 1,而

β1,β2 ∈ V ⊥
1 ,所以 β1,β2 线性相关。
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 4: 正交变换

例 9.9设 α1,α2, · · · ,αn 与 β1,β2, · · · ,βn 是 n维欧几里得空间 V 的两组标准正交基,
α1 ̸= β1, k = |α1 − β1| ,η = 1

k (α1 − β1), ∀α ∈ V ,定义 τ(α) = α− 2(α,η)η。证明:

（1）τ 是正交变换, τ (α1) = β1 。

（2）L (β2,β3, · · · ,βn) = L (τ (α2) , τ (α3) , · · · , τ (αn))。

证明：（1）τ 是 V 上的变换,且对 ∀α,β ∈ V, ∀k ∈ R,

τ(α+ β) = α+ β − 2(α+ β,η)η

= α− 2(α,η)η + β − 2(β,η)η

= τ(α) + τ(β)

τ(kα) = kα− 2(kα,η)η = k(α− 2(α,η)η) = kτ(α)

|τ(α)|2 = (α− 2(α,η)η,α− 2(α,η)η)

= (α,α)− 4(α,η)2 + 4(α,η)2 = |α|2
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所以 τ 是正交变换。

k2 = |α1 − β1|2 = (α1 − β1,α1 − β1) = 2− 2 (α1,β1)

于是

(α1,β1) = 1− k2

2

τ (α1) = α1 − 2 (α1,η)η

= β1 + kη − 2 (α1,η)η

= β1 +

(
k − 2

(
α1,

1

k
(α1 − β1)

))
η

= β1 +

(
k − 2

k
(α1, (α1 − β1))

)
η

= β1 +

(
k − 2

k

(
1−

(
1− k2

2

)))
η

= β1
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（2）因为 α1,α2, · · · ,αn是标准正交基，τ 是正交变换,所以 τ (α1) , τ (α2) , · · · , τ (αn)

也是标准正交基，因此

L (τ (α2) , · · · , τ (αn)) = L (τ (α1))
⊥
= L (β1)

⊥
= L (β2, · · · ,βn)
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

例 9.10欧几里得空间 Rn×n 中的内积为对 Rn××n 中任意两个矩阵
X = (xij)nn ,Y = (yij)nn,
(X,Y ) = tr (X ′Y ) �W1 = {A | A ∈ Rn×n,A′ = A} ,W2 = {A | A ∈ Rn×n,A 为幂零上三
角矩阵 }是 Rn×n 的两个子空间,问W⊥

1 ,W⊥
2 分别由什么样的矩阵构成?

解: 任意 n级方阵X = (xij)和 Epq 的内积 (X,Epq) = xpq ( Epq 为第 p行、第 q列位
置的元素为 1 ,其他位置的元素皆为 0的 n级方阵)。

对称阵A = (aij)nn 可写成A =
∑n

i=1 aiiEii +
∑

j<k ajk (Ejk +Ekj),即W1 可由
{Eii,Ejk +Ekj} (1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j < k ⩽ n)生成,于是X = (xij)nn ∈ W⊥

1 当且仅当
0 = (X,Eii) = xii,且 0 = (X,Ejk +Ekj) = xjk + xkj ,所以W⊥

1 为 Rn×n 中的全体反对称
矩阵构成的 Rn×n 的子空间,即

W⊥
1 =

{
A | A ∈ Rn×n,A′ = −A

}
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幂零上三角矩阵形式为A =


0 ∗ . . . ∗

0
. . .

...
. . . ∗

0

 =
∑

1⩽j<k⩽n ajkEjk ,即W2 由

Ejk(1 ⩽ j < k ⩽ n)生成,于是X = (xij)nn ∈ W⊥
2 当且仅当

0 = (X,Ejk) = xjk(1 ⩽ j < k ⩽ n),所以W⊥
2 为 Rn×n 中的全体下三角矩阵构成的 Rn×n

的子空间。
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例 9.11设 σ, τ 都是欧几里得空间 V 的对称变换。证明：στ + τσ也是 V 的对称变换。

证明：因为 σ, τ 都是欧几里得空间 V 的对称变换,所以 στ + τσ是 V 的线性变换,且对
∀α,β ∈ V ,

((στ + τσ)(α),β) = (στ(α) + τσ(α),β)

= (σ(τ(α)),β) + (τ(σ(α)),β)

= (τ(α), σ(β)) + (σ(α), τ(β))

= (α, τσ(β)) + (α, στ(β))

= (α, (τσ + στ)β)

= (α, (στ + τσ)β)

因此命题成立。

72 / 85



例 9.12设 V 为 n维欧几里得空间,证明：对 V 的每一个线性变换 σ,存在 V 的唯一的
线性变换 σ∗,使 (σ(α),β) = (α, σ∗(β)) , ∀α,β ∈ V ,这个 σ∗ 称为 σ的共轭变换。

证明：在 V 中任取标准正交基 ε1, ε2, · · · , εn,任取 α ∈ V ,若 σ∗ 存在,则有

σ∗(α) = (σ∗(α), ε1) ε1 + · · ·+ (σ∗(α), εn) εn

于是直接定义
σ∗(α) = (σ (ε1) ,α) ε1 + · · ·+ (σ (εn) ,α) εn

那么 σ∗ 为 V 上的变换,且

(σ (εi) ,α) = (σ∗(α), εi) (i = 1, 2, · · · , n)
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故对任给的 β = x1ε1 + x2ε2 + · · ·+ xnεn ∈ V ,有

(σ(β),α) = (x1σ (ε1) + · · ·+ xnσ (εn) ,α)

= x1 (σ (ε1) ,α) + · · ·+ xn (σ (εn) ,α)

= x1 (σ
∗(α), ε1) + · · ·+ xn (σ

∗(α), εn)

= (σ∗(α),β)

= (β, σ∗(α))

对 ∀β,α1,α2 ∈ V ,有

(β, σ∗ (α1 +α2)) = (σ(β),α1 +α2)

= (σ(β),α1) + (σ(β),α2)

= (β, σ∗ (α1)) + (β, σ∗ (α2))

于是
(β, σ∗ (α1 +α2)− σ∗ (α1)− σ∗ (α2)) = 0
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所以
σ∗ (α1 +α2) = σ∗ (α1) + σ∗ (α2)

同理可证
σ∗(kα) = kσ∗(α), ∀α ∈ V, k ∈ R

所以 σ∗ 是 V 的线性变换。

又若另有 V 的线性变换 τ ,使得对 ∀α,β ∈ V 也有 (σ(α),β) = (α, τ(β)),则有
(α, τ(β)) = (α, σ∗(β)),故 (α, (τ − σ∗) (β)) = 0(∀α,β ∈ V ),所以
(τ − σ∗) (β) = 0(∀β ∈ V ),所以 τ = σ∗ 。
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例 9.13设A是 n级实对称矩阵,且满足A3 − 3A2 + 5A− 3En = O,证明：A是正定
矩阵。

证明：设 λ是A的任一特征值, x0 是A的对应 λ的特征向量,则Ax0 = λx0,进而有

0 =
(
A3 − 3A2 + 5A− 3E

)
x0 =

(
λ3 − 3λ2 + 5λ− 3

)
x0

而 x0 是A的对应 λ的特征向量,所以 x0 ̸= 0,因此

λ3 − 3λ2 + 5λ− 3 = (λ− 1)
(
λ2 − 2λ+ 3

)
= 0

解得 λ = 1或 λ = 1±
√
2i。因为A为实对称矩阵,其特征值为实数,故只有 λ = 1,即A的

全部特征值就是 λ1 = λ2 = · · · = λn = 1 > 0,所以A为正定矩阵。
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例 9.14设实二次型 f (x1, x2, x3) = ax2
1 + 2x2

2 − 2x2
3 + 2bx1x3(b > 0),它的矩阵A的特

征值之和为 1 ,特征值之积为 −12。

（1）求 a, b的值。

（2）利用正交线性替换将实二次型 f 化为标准形，并写出所用的正交线性替换和对应
的正交矩阵。

解：（1）二次型 f 的矩阵为A =

 a 0 b

0 2 0

b 0 −2

。
设A的特征值为 λi(i = 1, 2, 3)。由题设,有

λ1 + λ2 + λ3 = tr(A) = a+ 2 + (−2) = 1

λ1λ2λ3 =

∣∣∣∣∣∣
a 0 b

0 2 0

b 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = −4a− 2b2 = −12
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又 b > 0,解之得 a = 1, b = 2。

（2）由矩阵A的特征多项式

|λE3 −A| =

∣∣∣∣∣∣
λ− 1 0 −2

0 λ− 2 0

−2 0 λ+ 2

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 2)2(λ+ 3)

得A的特征值 λ1 = λ2 = 2, λ3 = −3。

对于 λ1 = λ2 = 2,解齐次线性方程组 (2E3 −A)x = 0,得其基础解系 ξ1 = (2, 0, 1)′,
ξ2 = (0, 1, 0)′ 。

对于 λ3 = −3,解齐次线性方程组 (−3E3 −A)x = 0,得其基础解系 ξ3 = (1, 0,−2)′ 。

由于 ξ1, ξ2, ξ3 已是正交向量组,因此将 ξ1, ξ2, ξ3 单位化,可得 η1 =
(

2√
5
, 0, 1√

5

)′
,

η2 = (0, 1, 0)′, η3 =
(

1√
5
, 0,− 2√

5

)′
。
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令矩阵Q = (η1,η2,η3) =


2√
5

0 1√
5

0 1 0
1√
5

0 − 2√
5

,则Q为正交矩阵,进而在正交线性替换

X = QY 下,有Q′AQ =

 2 0 0

0 2 0

0 0 −3

,且二次型的标准形为 f = 2y21 + 2y22 − 3y23 。
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例 9.15设 n级方阵A,B 满足A+BA = B,且 λ1, λ2, · · · , λn 是A的特征值。证明:

（1）λi ̸= 1(i = 1, 2, · · · , n)。

（2）若A是实对称矩阵,则存在正交矩阵 P ,使得

P−1BP =


λ1

1−λ1
λ2

1−λ2

. . .
λn

1−λn



证明：（1）由A+BA = B 得

En = En −A+B (En −A)

进而得
(En +B) (En −A) = En
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所以 |En −A| ̸= 0,因此 1不是A的特征值,从而知 λi ̸= 1(i = 1, 2, · · · , n)。

（2）设Xi 为矩阵A的属于特征值 λi 的特征向量 (i = 1, 2, · · · , n),于是由
A+BA = B 得

AXi +BAXi = BXi

推出
λiXi + λiBXi = BXi

即

(1− λi)BXi = λiXi (20)

由（1）知 λi ̸= 1,再由式 (20)得BXi =
λi

1−λi
Xi(i = 1, 2, · · · , n),因此

λ1

1−λ1
, λ2

1−λ2
, · · · , λn

1−λn
是B 的 n个特征值。

因为A+BA = B,所以得B (En −A) = A,而 (En +B) (En −A) = En,得

B = A (En −A)
−1
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而A是实对称矩阵,因此B 为实矩阵,且

B′ =
(
A (En −A)

−1
)′

= (En −A)
−1

A = (En +B)A = A+BA = B

所以B′ = B,知B 为实对称阵,故存在正交矩阵 P ,使得

P−1BP =


λ1

1−λ1
λ2

1−λ2

. . .
λn

1−λn
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内容概要

1 知识点归纳与要点解析

一、内积与欧几里得空间的概念

二、有限维欧几里得空间

三、子空间的正交、正交补

四、正交变换

五、对称（反对称、共轭、非负对称）变换

六、向量到子空间的距离

七、欧几里得空间的同构

2 典型例题

知识点 1: 内积与欧几里得空间的概念与判别

知识点 2: 标准正交基与正交矩阵

知识点 3: 子空间的正交、正交补

知识点 4: 正交变换

知识点 5：对称（反对称、共轭、非负对称）变换

知识点 6: 向量到子空间的距离



知识点 6: 向量到子空间的距离

例 9.16设线性方程组 {
x1 + x2 = 0

x3 + x4 = 0
(21)

的解空间为W ,求向量 (2, 3, 4, 5)′ 在W 上的内射影及到W 的距离。

解: 原方程组 (21)的一个基础解系为 ξ1 = (−1, 1, 0, 0)′, ξ2 = (0, 0,−1, 1)′, ξ1, ξ2 是W

的一组正交基,设 ξ3 = (y1, y2, y3, y4)
′ ∈ R4 与 ξ1, ξ2 都正交,得齐次线性方程组{

−y1 + y2 = 0

−y3 + y4 = 0
,于是可取 ξ3 = (1, 1, 1, 1)′ 。

设 ξ4 = (z1, z2, z3, z4)
′ ∈ R4 与 ξ1, ξ2, ξ3 都正交,得齐次线性方程组

−z1 + z2 = 0

−z3 + z4 = 0

z1 + z2 + z3 + z4 = 0

,于是可取 ξ4 = (1, 1,−1,−1)′ 。
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将 ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 单位化，得 R4 的一个标准正交基

η1 =
(
−

√
2
2 ,

√
2
2 , 0, 0

)′
,η2 =

(
0, 0,−

√
2
2 ,

√
2
2

)′
,η3 =

(
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2

)′
,η4 =

(
1
2 ,

1
2 ,−

1
2 ,−

1
2

)′，其
中 η1,η2 为W 的一组标准正交基。

记 β = (2, 3, 4, 5)′,则 β有唯一分解式

β = ((β,η1)η1 + (β,η2)η2) + ((β,η3)η3 + (β,η4)η4) = γ1 + γ2

其中 γ1 = (β,η1)η1 + (β,η2)η2 ∈ W , γ2 = (β,η3)η3 + (β,η4)η4 ∈ W⊥ 。

所以向量 β = (2, 3, 4, 5)′ 在W 上的内射影 γ1 =
(
− 1

2 ,
1
2 ,−

1
2 ,

1
2

)′,且 β到W 的距离为

d = |β − γ1| =

√(
5

2

)2

+

(
5

2

)2

+

(
9

2

)2

+

(
9

2

)2

=
√
53
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